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第 11 章 mm dk d 


在 几何 中 很 自然 地 会 遇 到 凸 集 ; 而 凸 集 在 分 析 中 也 具有 重要 
HEM LEARK MS ILA ELAR, APP, RIA 
Kb dd RAR} — 38 2 P BS AMRF ROR MAM LIMA, 
此 外 ,作为 特殊 西 集 的 多 面体 ,将 在 下 一 章 作 详细 的 研究 。 

11.1 节 介 绍 西 集 的 几 个 较 难 的 例子 ， 这 些 例 子 : Minkowski 
的 加 法 、 一 个 凸 集 关 于 一 个 球面 的 对 侦 凸 集 CAH), —A DE 
的 Steiner FA, AU BARS HHH, 

11.3 $ & TT BEES EXLE. PHT SENG KEEN 
边界 的 分 美 3 因 而 ， 从 代数 拓 圭 观点 来 看 ， 西 集 是 容易 研究 的 。 5 
我 们 能 够 把 研究 对 象 如 此 容易 地 进行 分 类 时 ， 礼 应 该 利用 这 一 便 
利 。 

11.4 节 的 内 容 是 古典 的 , 它 给 出 了 分 离 定理 和 Hahn-Banach 
定理 的 一 些 推论 。 它 们 特别 对 于 证 明 西 集 间 的 配 报关 系 是 良好 对 
4$. RRE 11.6 DRE FA RU RE AAA ME, DR 
A lt Ae 12 章 里 将 起 极为 重要 的 作用 。 

11.7 节 给 出 Hely 定理 及 其 一 些 推 论 , 这 是 一 个 很 精彩 揭 党 
FE, Aik SMR, Krasnosel’skii 定理 是 它 的 一 个 有 趣 的 应 用 。 

最 后 。11.8 节 中 定义 了 上 西 画 数 , 并 铬 出 西 泗 数 的 一 些 性 质 ; 两 
外 不 那么 平常 的 凸 酒 数 的 例子 都 是 下 文中 要 用 到 的 。 FAM REX 
的 Brunn-Minkowski 定 理 在 等 周 不 等 式 证 明 中 要 用 到 ， 而 Loewner- 
Behrend 定理 将 作为 仿 射 二 次 超 曲 面 的 一 个 特征 ， 


在 整个 这 一 章 里 ,只 讨论 维 数 为 有 限 数 a 的 实 优 射 空间 . 


11. 定义 . 例子 


ILI ER. 设 5 是 仿 射 空间 天 的 一 个 子 集 ， 如 果 Yr, yes, 
有 [x,y] C S(B 343), RE [x, y] — {ax + (1 — à)y: 
4€[0,1]}, WR 3 是 凸 子 集 , 简 称 凸 尝 - 

1112 例子 


图 11,1.1.1. 图 11.1,1.2, 


E 11,1.1.3。 图 11.1.1.4, 


E] 11.1.1,5。 BW 11.1,1.6, 


图 11,1,1.7。 图 ILLL 


图 11.1.1.9， 


1112. 在 上 面 诸 图 形 中 , H EILLL230E8 111.17 439 
基山 集 。 对 于 图 11.1.1.7 和 图 11.1.1.8。 更 确切 好说。 图 形迹 界 上 
粗 线 部 分 属于 所 考虑 的 集 台 ， 阴 影 部 分 不 属于 所 考虑 的 集合 .图 
11.1.1.1 表示 平面 上 一 个 带 形 区 域 ; 图 11.1.1.3 表示 空间 中 无 限 延 
值 的 一 个 圆柱 体 ; Æ 111.14, 11.1.1.5 和 11.1.1.6 分 别 表示 平面 
寺 由 鸡 曲 线 、 精 圆 和 抛物 线 所 决定 的 区 焉 (参见 17.1.4 35). 

1LL2.2 整个 优 射 空间 X.xüsteEm—T0 8 T2: NE {参见 
2.4), DHEA, 直线 和 超 平 面 , BER. BRE, AI 
如 读者 料想 得 济 的 那样 这样 一 来 很 快 就 会 造成 一 些 似是而非 的 
定理 ;回想 一 下 Valintine ({ VE] 第 198 页 ) 救援 公理 是 有 益 的 : 
“如 果 由 证 集合 4 是 空 集 而 使 一 个 定 埋 是 错 的 ,那么 我 们 将 不 音 而 
喻 地 航 设 4 是 非 空 的 ， 我 们 诚 提 地 希望 以 后 永远 不 会 再 有 这 类 的 

1.123 R (RAX 4-18) SER BERI 
一 种 类 型 的 区 向 ). 


11124 设 E 是 下 的 一 个 子 集 , rE E. 若 对 任意 的 ?6 也， 
Ale, YICE, 则 称 互 是 一 个 在 x 处 的 星 形 集 。 因 而 ,一 个 西 集 在 
其 每 一 点 处 都 是 星 形 集 。 在 11.7.7 节 中 将 春色 星 形 集 的 一 个 很 漂 
亮 的 特征 。 星 形 集 是 连通 的 (而 且 十 弧 连 通 的 )， 特 别 ， 西 集 是 连 
通 的 。 


图 11.1.2.4. 


11125 在 欧 几 里 得 仿 射 空间 中 , 每 一 个 开 球 Be, r) 或 闭 
RUG, BOR, 更 进一步 (参见 图 11.1.1.8), 对 于 球面 Sa, 
r) HERR — T T8. Bla, r)NA 总 是 山 集 ; 对 于 立方 体 此 结论 
不 成 立 (参见 图 11.1.1.7), 

11.126 i X, YEH, 5CX 和 TCY ED, 
XY 是 一 个 优 射 联 射 。 则 大 8S)C7 A (TOC X oon CH 
Hi 3.5.1), #51, AR HC X 是 一 个 超 平面 ， 则 由 它 决定 的 半空 
疗 ( 开 的 或 闭 的 ， 参 见 2.7.3) 是 西 的 ;事实 上 ， 如 果 对 于 五 上 一 个 
HBA f, H= f (0), 则 这 些 区 域 就 是 六 A([0, OL), FCT, 
90[),---. Wü [0, of, 10, oo [XE R ROR Bi 11.1.2.3). 

11127 任意 多 个 (有 限 多 个 或 无 限 多 个 ) mdi d as 3 o5 pn 
集 。 由 此 根据 (11.12.6) 推 得 , AERO, 特别 ， 有 
限 多 个 半空 间 的 交集 是 凸 集 : 称 为 凸 多 面体 ， 目 多面体 的 研究 将 
是 第 12 章 的 主要 内 容 . 

目 集 的 相交 并 集 仍 为 凸 集 . 

W128 疝 景 空 加 二 上 的 止 定 二 次 型 构成 PAE) 的 一 个 


* 4 L] 


BD 11.1.2.7. 


POS, E 11.8.9 TR ARE FN D, 

Fife n CUR TRIBUS CI FERE) = TR BR AP RD 
fi. 
ILES ORME, Minkowski 首先 采用 下 面 的 运算 : HST. 
Rn E ZE) X BUE 95S LUI: 

11.1.3.1 aS uT = {is + pts 5€ S, 1€ T). ADE, Hh 
1, 为 两 个 任意 的 实数 ， 

读者 可 以 直接 予以 证 明 , SEU URGE f X X X 3x, y) 
lx+ uy € X. 应 用 11.1.26 亦 可 . 


图 1.1.3.1. 


WRX 是 仿 射 空间 ， 上 述 的 加 法 仅 当 4 十 & 二 1 时 才 有 意义 
(参见 3.4.1); GW, 45 + aT RARER Ea, 才 是 确定 的 ， 
而 它 的 “形状 * 却 总 是 相同 的 (参见 2.1.8)。 请 读者 选取 S, T EH 
JT AS + aT, 特别 是 5 一 了 了 。 一 种 特殊 的 情形 在 以 后 等 阅 不 等 
式 的 证 明 中 将 是 十 分 重要 的 (参见 12.10.10), 

11132 定义 和 命题 。 设 大 是 欧 几 里 得 向 县 空间 ,4 是 其 的 
一 个 子 集 ,e P 0. 

E U(A, EE) = {xE X: d(x, A) e), 


B(4,6) — Ix€ X: d(x, A) Se} 
(参见 0.3), HA U(A, g) 2 A + U(0,6) AIEE 则 痛 
B(À4,£) — A + B(U, 8). 
MR d(x, 4) « e, MIX 2(», 4) 的 定义 《参见 0.3), 存在 
«€ A, 使 得 4(x, a) <e. 由 此 推出 xz 一 “+ ar € A UCO). 


反 过 来 ,如 果 rE A+ UUO, 6), WA x= at az, BUR ax] <e, 
Muti, (x, A) < dla, x) = 8, 
在 紧 的 情况 下 ,我 们 知道 Yre X, ay € 4。 使 得 
d(x, y) = d(x, A), 


图 11.1.5.2. 


T1133 推论。 如 果 4 是 三 的 , 则 对 于 任意 的 8 > 0, UCA, 
e) be. AER, BCA, ©) ARR. 
11.1.4 PM Steiner 对 称 化 。 采用 9.13 节 中 的 定义 和 记号 : 

1L1.4.4. 命题 . 若 8 是 凸 的 , 则 sty(5) 也 是 凸 的 . 

Ras x € stt 5), DMO 4 826 Ib x 和 x 的 与 日 垂直 的 直 
$5 le, v] = sta SIND ALY, V Eo stu CS) YD 分 别 是 x 和 和 x 
BrERBUERBE. ATLA. KAX S RBS. FI 4 Lu, v1 Alu qe] fir 
Y SHAT Lo, UML OLR EBAL, EADH D 所 


图 11.1.4. 


决定 的 仿 射 平面 内 ， 存 在 一 个 仿 射 聘 射 六 使 得 saHF>x#s5H>ps 
ha, b Ev. 且 由 假设 条 件 ,  RÉSHEENRERKEÉR 
变 ， 于 是 ,如 果 工 表示 以 gs b. 8. P 为 顶点 的 梯形 , 则 忒 了 ) 是 以 
#s Vs WV 为 顶点 的 梯形 ; [BIN ESI. (A TCS,tBgp5 F 
KT)cCsu(5), BIA Lx, x 1C staC5). 
1115 ORME WE 

11.5.3. 定义 。 设 4 是 欧 几 里 得 向 量 空间 XX 的 任意 一 个 子 
集 , AACE F2 

At = {yE X: (xly) El, Yre A}, 

ARAB 11.1.2.7, 对 于 人 尾音 的 4, 4* 是 一 个 凸 集 。 定 义 11.1.5.1 
和 关于 XX 中 单位 球面 5 一 S(0, 1) 的 逆 配 和 极 变换 有 密切 联系 ; 事 
RE, x*E 基 的 配 极 超 平面 不 是 别 的 ,就 是 (y € X: (xly)=1}, 参 
见 10.7.11 和 15.5， 请 读者 除 下 述 这 些 图 形 外 , FA TT 4, 并 
作出 相应 的 4*. 在 11.4.8 季 中 将 会 看 到， 如 果 有 《4 取 遍 内 部 包含 
Ao GARG, VE f; 4 At 是 一 个 优异 的 对 侦 , 这 种 对 


| 


图 11.1.5. 


[ERR 12 章 中 讨论 多 面体 时 将 要 大 量 地 用 到 . 
VLG ”附注 ， 凸 锥 ， 症 入 是 一 个 重要 的 概念 ;一 个 四 集 C 称 为 以 
zx 为 顶点 的 凸 锻 ,。 意 即 对 于 每 一 个 以 x 为 中 心 ， 比值 为 1€ Rt 的 
位 似 Hea, 6 是 稳定 的 ， 我 们 没有 时 间 研 究 这 个 概念 ,对 此 例如 可 
参阅 [B13] 第 46 HRSIVEL —— 
11.1.7 ”而 集 的 判定 准则， 首先 介绍 症 集 的 一 个 简单 的 ,但 很 有 用 
也 很 有 趣 的 性 质 . 

1LLZ] QE. 设 S 是 欧 几 里 得 仿 射 空间 X 的 一 个 凸 集 ， 
LE 和。 则 至 多 存在 一 点 ?6 5, 使 得 e(z。 y) 一 d(x, S) CR S 是 
非 空 闻 集 ,显而易见 这 样 的 y 总 是 存在 的 ). 

11.1.7.2 SI. ES Rex Ta, x EX ye 5 使 得 
x y Rid(z, S) = d(x, Y), WAH AT Y SA xy 垂直 的 一 个 
PH, S 必 洲 在 由 如 决定 的 不 含 * 的 那个 闭 的 半空 间 内 ， 如 果 
仅 假定 5 是 处 的 一 个 星 形 集 ,本 引 埋 依然 成 立 . 

采用 反 证 法 。 假设 ze X 为 不 属于 此 半空 间 的 一 点 ， 则 角 
yr, yx EMA HE 19, 2) 上 存在 点 二 MEE don 1) < dle, y). 

根据 9.22 5 BU RT EL RH p i 


9 4 + 


图 111.7. 


AHEM 11.1.7.1 可 作为 凹 集 的 特征 ,这 就 是 Motzkin 定理 : 

11173 定理 ， 设 3 是 欧 几 里 得 售 射 密 间 X 的 一 个 非 空 闭 
fe Vee 多 ,存在 唯一 的 YE5 使 得 d(x, 一 ds, S), MIS 
一 个 凸 集 ， 

本 定理 的 一 个 正明 方法 可 看 [VE] 第 94 ui, AAR dE Hn xh 
有 对 3 中 与 * “EG Bee” ARRA. ELSE 98 页 和 i, 

11174 ”借助 于 支撑 起 平面 的 概念 , 在 11.5.4 PHBH h 
集 的 第 二 个 特征 

fE | VE] 第 48 页 和 ji, 还 利用 ”局 部 凸 性 ”的 各 种 条 件 给 出 了 
PRÉ TRE, 这 是 一 个 从 局 部 过 渡 到 大 范围 的 例子 。 对 于 这 
种 类 型 癌 题 可 参看 9.5.4.5; 12.8; 16.4; 18.3,8.6, 
111.8 Cus 

11.1.8.1. 从 11.1.2.2 和 11.1.2.7 节 用 常规 的 论证 可 以 推出 : 
对 于 念 射 空间 XX 的 任意 一 个 子 集 A, 存在 一 个 BGAN RG 


Ho “1141.1.8， 


集 , 即 忆 内 所 有 包含 4 的 凸 集 之 交 。 作 为 定 久 ,这样 一 个 最 小 的 四 
RAR ADR, IE PCA). 

11.182 4121.9 (T, 11.6.8) E28 S, X 的 有 限 子 
集 的 凸 包 络 的 集合 和 X 内 驳 面 体 ( 紧 致 ) 的 集合 之 间 有 一 个 恒 同 关 
ES 

11.8.3 为 了 得 到 过 (4)，。 除 其 它 方 法 外 ， 有 两 个 重要 的 方 
法 ， 第 二 种 方法 【 取 包 含 4 的 所 有 超 平 面 区 域 的 交集 ) FRE 
11.5.5 节 肉 加 以 研究 ， 第 一 种 方法 是 采用 重心 的 办 法 . 

11.184 命题 。 对 于 XX 的 任意 一 个 子 集 4, PLA) 是 由 4 内 
所 有 作用 育 正 质 蔓 的 点 系 的 重心 所 构成 的 集 人 台 » Bp 

ELA) = (3 us Vi, x,€ 4, V 20, Sal 

(除去 有 限 个 ; 外 4 = 0), 是 任意 的 二 

证 明 是 平 岂 的 ,利用 定义 11.4.1 并 在 3.4.9 的 基础 上 用 妇 纳 法 
即 可 得 证 。 

114.1.8.5 我 们 会 很 自然 地 希望 把 11.1.8.4 从 两 个 方面 有罪 得 更 
fimus. 第 一 ,点 系 的 基数 是 否 仅 限于 有 界 的 ? 如 果 是 ,这 个 基数 
到 底 等 于 什么 ? 第 二 ， 是 否 有 必要 了 权 4 中 所 有 点 的 重心 ? 如 果 不 
fé. 取 哪 些 点 ? Krein 和 Milman 的 定理 给 出 了 第 二 个 问题 的 答 
案 , 参看 11.6.8, 也 可 看 11.2.9。 回 到 第 一 个 癌 题 、 前 面 任何 一 个 
图 形 都 向 读者 表明 ,一 般 耕 必要 使 所 取 的 z BOSE #1 IA Zoll 
其 实 , 这 个 条 侨 记 是 充分 的 。 

11.3.8.6 Æ (Carathéodory), 对 于 守 维 仿 射 空间 X 的 
任意 一 个 子 集 4, 我 们 有 

eun = S uas Vi, x, € A, Vi, 1, 22 0, x -aj. 


$i f=1 


设 r= Shs k> d+ 1; 以 任何 方式 将 区 向 量化 (BH 

2.1.9 È), 因为 dim X = 4, Ms >d + 1, HH EE PER An iR ur 
& 

EIE 存在 本 人 金 为 0 的 of 一 了 使 得 ez 一 0 和 


im} 


+ 10s: 


> a, == 0. 

if 加 一 1reER ra td, 20 Vi... à 
全 是 民 的 一 个 闭 集 ( 有 限 个 数 的 广义 不 等 式 ); 因 为 0€9, 所 以 名 
是 非 空 的 。 因 为 es 不 全 为 0, RU 8 KR, ir 是 昌 的 一 个 边界 


点 ;并 和 且 相 应 的 j 满足 ra; 十 e; 0, WA 
om > aja; 十 (> zx】 一 > (A; + Ta) 


fel 


= > (À; + Ta); 
[E E 


由 引进 符号 的 意义 可 知 D (A, + ra) = 1, 从 而 我 们 把 x 表 作 


了 万 一 1 个 具有 正 质 量 的 向 量 的 重心 . 
11.87. fig. 242 RH. (4) 也 是 紧 的 . 


a+! 


diss bue Ko [Gs tn) ER Wao, Y uo], 
[E] 


KÆR“ 的 一 个 紧 集 . HE 11.1.8.6 ZE BH; (A) EK X AC 
Ri X xit 在 连续 映射 


《4 5 AS 
下 的 象 。 

` TE 11.9.3 中 对 11.1.8.6 作 了 改进 。 请 看 11.2.2 Hilbert 给 出 
了 11.1.8.6 一 个 很 精彩 的 应 用 ,对 此 可 参看 : W. J. Ellison, Wa- 
ring’s problem. American Mathmatical Monthly. 78 (1971), 
特别 是 第 5 节 ， 

11.1.8.8 dA 是 有 界 的 ， 则 直径 diam (4(4)) = diam 4, 
特别 , (4) 仍 是 有 界 的 . 

这 是 11.8.7.6 的 一 个 推论 。 
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回想 独 我 们 的 仿 射 空间 是 有 限 维 的 ， 故 它 有 一 个 典范 的 拓扑 
(参见 2.7.1.4), 
1121 命题， 如 果 s Eh. Wea S Hee. 
RRMA SHRM, 首先 ,我 们 可 以 利用 映射 (x, y) 
k 14x 十 (1 一 4)y 对 任意 4 的 连续 性 .其 次 , T 5 所 在 的 仿 射 空间 


X 内 靳 上 一 个 欧 几 里 得 结构 后 . 就 有 3= 门 UCS, s), A mit 
11.1.3.3 本 命题 得 证 。 


图 11.2.1. 


图 11.2.2, 


11.2.3 ABU: ”如 打 4 是 闭 的 , SA) BHR: 
JE ES 11.2.2, 其 中 4 是 由 一 支 双 曲线 的 内 前 和 此 双 曲 线 的 中 心 所 
组 成 的 。 这 也 说 明了 我 们 为 什么 要 引进 干 面 的 概念 : 那个 命题 则 
可 直接 由 112.1 导出 ， 

1123 定义 和 命题 . 包含 4 的 所 有 的 凸 闭 集 的 交集 称 为 子 集 4 
Actes, KTR PCA), 

1124 SIM. SHH, res (SMNMB)HE YES, W ]x， 
?| CS CHE jx, yi 是 开 线 段 )。 

事实 上 , WE e€ ]x, 站 [, 并 且 U 是 5S 中 澡 * 的 一 个 开 集 ， 则 
在 以 3 为 下心 ,把 * dE x 的 位 似 变 席 下 ,的 位 似 象 是 落 在 5 内 
的 . 

1125 it. AS it, WS ét, aS = $, 如 果 还 
Hz OD, WS=S, | 

读者 熟知 . 对 于 任意 的 子 集 , 一 般 有 3 ox $m S à (HAT 
参看 图 11.1.2.4)。 另 一 方面 ,即使 对 十 凸 集 也 有 8 SS, His 是 
X 的 一 个 超 平面 的 情形 . 

为 了 知道 一 个 凸 集 是 否 具 有 非 空 的 内 部 ， 一 个 简单 而 有 趣 的 
判定 准则 是 以 下 述 定 义 作为 基础 的 ， | 
1126 定义 。 一 个 韭 空 凸 集 3 的 维 数 就 是 由 3 生成 的 仿 射 子 空 
IH] 《52 的 维 数 (参见 2.4.2.5), 记 作 dim S: dim 5 = dim (5), 
1127 命题 .对 于 一 个 非 空 四 集 , dim S— dim X SPF 3 » gi. 

Aud S 应 ,例如 根据 3.5.2 就 有 dim 5 一 dim X。 反 过 来 ， 


Gin 是 3 的 一 组 仿 射 独立 的 点 , 则 ET ese 8. 


11.2.8 因此 ,我 们 可 以 引进 山 集 的 相对 内 部 的 概念 ， 它 就 是 在 庄 
该 凹 集 5 所 生成 的 仿 射 子 空 间 中 5 的 内 部 。 
11.2.9 命题. ES RE SS) S 一 Pr (S)). 

B «cS, FEDEN x 的 任意 一 条 直线 : 则 DNS EAr 
的 一 条 线段 Ce, els BBY 1112.3, 因为 #, v€ Fr S, i 
x€ &(Fr(S)), | 


a 13 o- 


Æ 11.2.9。 


11.3 西 集 的 拓扑 


AAS SRA TRH PRATT OS BNE 
AWE TRE, MADERA SON ETS RNR PMA, 
11.3.1 $A. i$ X ET a HSH. 4 JE X P) A d 
E, Bil dim 4 = dim X = d, Wl 445 R'A. "EHE, 4 维 空间 
肉 一 切 非 空 的 开 目 集 都 是 与 R” FRA, 

113.11 THE, BP X—P 0€ 4 为 原点 的 欧 几 
时 得 向 星空 间 结 构 ， 根 据 11.2.7 这 是 可 能 的 . 设 3 是 4 中 的 单位 
球面 . H yes, 设 R(y) 是 自 原 点 0 引出 的 过 YY 的 一 条 半 直 线 ; 根 
JE 11.1.2.3 $0 11.1,2.7, RCyY) 门 4 是 一 个 区 向 (包含 0 点 ， 且 为 区 
间 10, sy[ ,其 中 8 六 0) jOE RONA 的 与 0 点 不 同 的 


& 11.3.1.[- 


+ 14 a 


BAR TEE RG) N Fr CA) 中 瞧 一 的 一 个 点 。， 其 中 Fr (4) 
表示 4 的 边界 ， 令 50y) = WO. LD EREFRRT ROCA 的 
情况 ,在 此 情况 下 ,应 令 Cy) 一 oo, 而 fy) 则 没有 定义 ， 
”41.3.1.2 证 明 5; S—[0, 0] 是 连续 的 . 
采用 反 证 法 。 首先 考虑 SQ < co 的 情形 ， 假设 (yo ES 
的 一 个 点 列 ,使 得 im ya = y, WR lim a(y,) 一 8G) AR, BB 


LEE a) 的 一 个 子 序 列 : 不 站 仍 记 作 (yo)， SETS EAR m > 
0, 有 5(y,) «t EC) 一 人 或 6) SOG) +n, i20 O € À, dft 
存在 4 内 一 个 开 球 U(O, 0) (oe > 0), 从 而 ;A 包含 图 11.3.1.2 中 
加 细密 点 的 区 R Bey) «3960 — 5. MEHR. wR 
8(y,) > 8(y) + n, 则 因由 有 4 的 山 性 可 推 知 图 11.3.1.3 hin m # 
所 部 分 在 4 的 内 部 :又 产生 予 后 ， 对 800 = oo 的 情形 ,我们 利用 
图 11.3.1.4 中 加 细密 点 部 分 . 


图 11,3.1.2。 


& 11.3.1,3， 


tfa 


11.3.1.3 ”为 了 完成 证 明 。 只 要 记 作 R 中 的 区 间 LO, of (0 — 
a « 00) 和 [0, of FIBRE, HAE ETUI ES TR a 运用 
这 一 结论 ， 具 体 地 说 ;上述 的 全 和 X 之 闻 的 同 胚 可 定义 为 : 
xix 当 * 一 0 或 x 站 0 而 0 (cr j^ o0; 


eg) 14 a "A 


e ÉD 一 "EL 


1132 FE, RICE, RCA RE SM AN SE 2.7.4.3); x 
每 一 条 ROUE, RO NF CA) 仅 有 唯一 的 一 点 。 从 而 ,是 零 测 度 
的 。 故我 们 可 上 应 用 Fubini 定理 和 11.3.1.2。 在 12.9.2.4 节 内 能 看 
到 另外 一 种 证 法 ， 
11.3.3 ”现在 我 们 注意 到 ， 根 据 例 11.1.2.5, 要 想 对 任意 凸 党 进行 
分 类 将 是 徒劳 和 的， 因此， 在 下 面 的 阐述 中 作 了 一 些 限 制 , 由 踊 
11.3.1 同样 的 证 明 方 法 可 得 出 下 述 推 论 : 
1134 推论， 如 果 < 是 一 个 有 界 的 凸 集 ,和 而且 dim 4 = dim X= 
d, UHAR Fr 4 SRE STU FER. SR dn BRAY, M] À 
与 4 ERARA. "EEUU 4 一 2 时 , Fr 4 是 一 条 简单 闭 曲 线 。 . 

因为 在 这 里 Vy € 5 有 8(Cy) < co, PALABRA y > £O fr s 
FARR REB EE PS ES ERE SU iud Rif] MS 5 Hi. 
11.3.5 现在 , HR ER «CRE, BE ASE ES A X 
的 维 数 相等 HE 11.3.1 或 11.3.4 应 用 于 由 4 生成 的 仿 射 子 空 间 即 
可 看 出 , RACAL ARMREST OR: 如果 中 是 
TAS ee NE TS SUR R” $1 R^ 中 的 单位 球 ，, 
113.6 关于 是 形 集 的 注 ， 

我 们 的 目的 是 想 让 11.3.1 AUER Xn BBR ECR 
Jl 16.1.24), KB ERE < 志 处 的 一 个 是 形 集 。 我 们 总 可 以 在 区 
上 安装 一 个 欧 几 里 得 结构 ， 引 人 以 * 为 中 心 的 昔 位 球面 3 AIS ET 
ERRO), YES, 内 不 过 ,现存 区间 RGOC E 的 端点 ( 仍 记 作 f(y)) 
BAR ERT ROOF: CE) 的 一 点 了 ; 恒 如 猫 脸 图 形 11.1.2.4 中 
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xL 


猎 的 细 须 。 RMR): yE5, SO) < co 的 全 体 集 合 为 星 形 
集 EE 的 凸 包 ;于 是 ,对 于 非 吓 的 星 形 集 ,一 般 而 言 钙 包 和 Fr E 是 不 
同 的 ， 此 外 ,我 们 可 以 看 到 (图 11.1.2.4 或 11.3.6.1) 8 未 必 是 连续 
的 。 即 使 当 凸 包 匙 紧 时 , 也 是 如 此 (在 图 11.3.6.3 oh, PB tih p 
点 组 成 的 ). 


图 11.3.6.1。 11,3,6,2, 
nt M Fer 
图 111.3.6.3 


AM, CPAS TERRE LEBAAT R 情况 确实 如 此 : 
11.3.6-1 定理 .三 的 任意 一 个 开 星 形 集 与 六 EU 
RATER AE EU RE SR 4 的 中 心 处 向 量化 X. in X = A, 那 就 
什么 也 不 必 证 了 。 理 则 Frs = 好 ,因而 可 定义 柄 数 
pr Art px) = d(x, Fr(4)) € Rt, 
显而易见 , 中 是 连续 的 。 定义 映射 F: 4A—xüDT: 


E 11.3.6,4。 


tg? 


图 11.3.6.3. 


11.3.6.2 F(0) = 0, fix = 0H}, 


ron" ech 
e(a i 2 

映射 F 就 是 要 找 的 同 胚 。 我们 知道 ,这 只 要 证 明 F SESE 
的 和 固有 的 (所 谓 辕 有 的 意 即 任意 一 个 紧 集 的 逆 象 也 十 一 个 紧 集 ) 
Ber. 

首先 , F 是 连续 的 : M x & 0 Bp.  11.3.6.2 和 下 的 连续 性 可 
QFE. ON, BART, 故 存 在 ED0 NIETO, 
使 对 任意 的 *e U(0, 5), 有 p(x) Sk. 因此 焉 连续， 现在 ,关键 
之 处 是 证 明 : 

11.3.6.3 Vy€s, N 


di _ 
pGy) 
RE, BAT 11.3.1 的 证 明 中 的 记 和 号。 分 卫 种 情形 加 以 讨论 ， 如 
X SG) = +00, ikea Fr A 中 任意 一 点 。 则 ply) = day, 
Fe (4)) & dy, a) Set [alls DHE 


cO. 


n dt | dt E 

o (ty) o z+ jja] 

如 果 8(y) = & «roc. WA puy) s dir, ky) — R — 1, (568 
| | dt > Ü 2d 
0 gy) A kt , 


+ I8 o 


为 了 证 明王 是 固有 的 ;: 申 于 到 已 是 连续 的 ,而 且 我 们 是 在 有 限 
维 庙 量 空间 中 进行 研究 ， 所 以 共 要 说 明 X 的 任 一 有 界 集 的 逆 象 是 
—^4H ARB T. ABSA LEARRA AN: GE OG) — + oco 
BOE HERO RTS IL ARMOR » SA Sc FE 860 + 00 i 


情形 , 则 是 因为 借助 于 SO), 作为 对 ”的 单 值 函数 的 | a p 


> pay) 
HS. 

11364 it, HE AE mE dE t x$54 B nag. BRAS 
11.9.6, 

113.6.5 推论 。 x 是 一 个 z RLE SO HAE S 是 以 
zE X UDA. EH C El O RE — 7 BS SEC 
M 11.1.6), EAR, BREE y € SNC. MY & $0 C,B S\ESNC) 
5 R^" AR, 

BEM-—SÜCHm»y--—y. 7 是 以 ?7 为 端点 的 5 上 的 任 
意 一 个 法 天 圆 ， AFYOM, AÎEÉ > ErNM,V&ETOM, HA 


Æ 11,3.6.6. 
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€ Ens, 故 >mnM 是 连通 的 。 从 而 > 门 (SNM) v d eT 
JIya. E, 特别 ,如果 吾 是 5 Ey SRD. o 表示 5 的 LY 
SRATH LARR EC S 18.1.4.3), 则 前 述 论证 表明 , CSS 
MO EH (p y 处 的 一 个 星 形 子 集 , 又 因 C 是 闭 上 集 , 故 它 是 开 集 ， 根 
担 18.1.5, JA 11.3.6.1 BIET HE 11.3.6.5, . 
11.3.7 1€ 11.5.5 中 我 们 已 把 开 凸 集 和 紧 凸 集 作 了 分 类 。 现 在 ,有 
待 于 考虑 非 有 界 的 止 集 .由 图 11.1.1.1, 11.1.1.3, 11.1.1.6, 11.1.1.5 
FR, CERN ER TR x 1 一 1, +1} R XS, R, S, 
这 种 现象 是 带 有 普遍 性 的 : 

11.3.8 命题。， 设 4 是 XX 的 一 个 而 集 , dim 4 — dim X = d, MH 


岗 11.3.8.1， 


= J0 e 


Fr d= g,W Fr xIRSTR^,.mERTSUUCXR(Ox 
r S; d—- 1), 

11.3.8.1 沿用 11.3.1.1 中 的 记号 . 如 果 4 是 有 界 的 ,由 11.3.5 
TAG, ML, M —{yes: 8(y) — co}, MAO, 


推出 C 一 U RO) 是 一 个 闭 凸 狼 。 


第 一 种 情形 是 MNM) = Ø, BI Vy M,—y&M, 2h 
MABSAATAIR ER XX TAREA OO AER. 
在 此 情形 下 , TH HIE 11.3.6.5 的 假设 条 拍 都 已 满足 ， 而 Fr 4 E 
RAF S\M, 从 而 同上 胚 于 Reo, 

11.3.8.2 第 二 种 情形 是 存在 YE€ 计 ,使 得 一 YEM, 即 4 二 
D, 这 里 吕 蚌 通过 0 与 了 两 点 的 伪 射 直线 ， 设 VV 是 被 包含 在 4 内 


RI 11.3.8.2, 


+ le 


的 维 数 最 大 ( 设 为 + Sl HHS, 显然 ,r+ 所 4 — 1, KK 
AE, AA 4 — X, 就 有 Fr 一 名。 WW EXE VsWim 
d — r bT, HE Ww C14 = B RW NÉ, Au 
2EW, 取 一 点 YETV, iky 在 内 按 一 切 可 能 的 方式 趋向 于 oo; 
因为 [x,y] 忆 4 和 TCA, 取 极 限 后 可 知 ， 4 包含 鱼 礼 的 Vs, 这 
里 ,是 过 x 半 行 于 的 仿 射 了 空间 。 由 此 得 出 427 X Bl 
RUE, ACV x B. [No Fr V — 2, 故 有 

Fr 4 一 Fr 一 Fr X B)—V XF B=VXFrB, 
既然 由 了 的 最 大竹 可 推 知 ， 对 召 米 说 又 属于 “无 对 上 映 点 "的 第 一 种 
情形 , 政 从 11.3.4 或 者 从 11.3.8.1 即 可 证 得 本 命题 . 
113.9 附注 。11.3.8.2 的 证 明 技巧 是 带 有 普遍 音义 的 ;最 近 ,在 黎 
SBOE EHATE: 参阅 [C-G] 或 [SGR]. 
11.3.10 附注 

113.101 EXJL EL GE it x LAR 定义 为 XX 的 一 
个 二 维 凸 集 的 边界 。 命 题 11.3.8 表明 : — dpi E x SEE Y 
S, 或 同 胚 于 直线 及， 请 与 一 维 微分 流 形 的 分 类 加 以 比较 ,例如 可 
2G (B-G1 第 127 页 。 读者 也 可 用 现在 的 观点 去 研究 [B-G] 中 
定理 9.6.2 AE: SE FE 11.5.4. 、 

113.102 三 维 欧 凡 蜂 得 空间 中 的 一 个 凸 曲面 是 一 个 连通 
集 ， 按 定义 它 是 该 空间 中 一 个 三 维 凸 集 的 边界 。 因 而 这 样 的 曲面 
BRC BH 11.3.8) LART R’, RAKT S x R MRR) RA 
县 于 下 曲面 是 很 有 意义 的 诉 究 对 象 : 特别 可 参看 [PV 1] 或 
A (BUI), [AW]， 对 于 可 微 的 情形 ,参看 [DE 6178 344 页 , À 

3] 3, 
113.103 最 后 ,从 11.3.8 EHE ALT EURE, 


114 DRAB TH: SREB 


Kh xk HED PR SE BEM im. 
11.4.1 Hahn-Banach 定理 ， 设 X 是 仿 射 空间 , 4 是 X 的 一 
* 22 + 


个 非 空 凸 开 集 , 且 工 是 藉 前 一 个 仿 身子 空间 ,使 得 4mn 工 一 6,1 
存在 和 的 一 个 超 平面 , 它 包 含 工 且 与 4 不 相交 。. 


Æ  11.4.1.1. 


4 是 开 靠 这 个 条 件 不 能 去 掉 : 取 一 个 开 的 半 平 面 并 添上 一 条 
边界 线段 作为 4, 在 这 边界 线 妥 上 取 一 点 作为 工 , 即 可 作为 一 个 
及 例 ， 也 可 看 练习 11.9.9。 

请 注意 ,这 样 的 一 个 定理 并 不 是 显而易见 的 ， 这 是 因为 ,比如 
FRA 为 一 个 开 球 U(o, r), L= {r}, fi x € S(a, 0), 则 得 到 的 起 
平面 是 唯一 的 , 它 是 SC. 门 在 * 点 的 声 超 平面 (参见 10.7.4), 

11.4.1.1 证 明 的 第 一 步 在 于 抬 它 时 结 为 平面 的 情形 ， 设 
二 工 是 使 MMA4 一 的 最 大 维 数 的 子 空间 , 则 必须 证 朋 MM 是 一 
THETH., MEERE. 首先 ， 在 原点 OQ c LHEULX, 并 
设 Pp; X> XIM 为 在 次 空间 X/M 上 的 典范 投影 ， 此 时 p( 4) 02 
THE (11.12.60), m HO & PLA VEZCX/IM 是 一 个 二 
纵向 量子 空间 ,并 和 pC A) 相交, 则 B = BC Z XSHEZSITE SES 
这 样 的 Z 是 存在 的 ,因为 由 反 证 靶 假 设 条 件 , 有 dim (X/ M) 22, 

1L4..2 现在 需要 证 明 : Zz 内 经 过 0 点 的 任意 直线 都 与 B 
相交 (B 是 Z 的 开山 集 , 晶 0& B) 是 会 引出 矛盾 的 。 

ARE BAU, WORE Z 上 引入 一 个 任意 的 欧 几 里 得 结构 , 则 经 过 


a = 


Æ 11,4,1,2, 


ORNE BARRES BER ABE 2 RU ANA St IER BER. 
其 中 包含 两 个 对 上 映 点 ,因为 不 然 的 话 , 连 接 这 两 个 对 映 点 的 直线 就 
会 表明 OEB, ANS EE BRADMAN. 故 知 其 长 度 小 
皇 =, 由 此 可 知 , 一 条 直线 是 不 可 能 与 它 相交 的 ,了 矛盾。 现在, 我们 
所 要 做 的 工作 内 不 过 是 把 上 述 想法 写成 严密 的 形式 ， 


引入 锥 上 = J 18; 它 是 开 的 ` 凸 的 (证 明 是 容易 的 , 读者 自 


证 之 ), O& C (在 图 11.4.1.2 的 情形 。 妃 是 边界 包 食 DO 点 的 开 的 
陪 盘 , C 是 一 企 半 TED. 在 ZNO 内 至 少 存在 C 的 一 个 边界 点 = 
CRANE. CO 就 将 整个 是 Z\0 的 一 个 连通 分 支 一 一 对 于 R\O 
也 是 如 此 一 一 然而 由 dim Z —2 可 知 ZNO LEERY. BM 8.3.8), 
因此 由 CC 是 开 的 可 知 x& CHR MA — x & C , 这 是 因为 否则 可 
由 一 *geCt 和 xz*eEc 推 出 DEC BH 1124, AMA. Mo 
的 直线 整个 在 C 的 外 面 ,当然 在 B 的 外 面 : 这 样 就 得 出 矛盾 。 
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11.4.1.3. . 图 (1.4.1.4. 


11.4.2 Hebn-Banach 定理 在 泛 函 分 析 中 有 重要 的 应 用 ， 其 关键 
乃 是 超 平 面 和 线性 形式 之 间 有 着 对 应 关系 。 例如 参看 [LG 2] 第 
186 By, [M-T] 第 23 DL, !Bi31 第 人 5 页 。 

RAT FR ASM Hahn-Banach 定理 的 “ 几 柯 "应 用 。 
1L4S XX. E XX—(58 uH. AAIBXEXISPVT TRE 
一 个 超 平面 ， RIHIA AM B, TÉ AEH ARENT 
MS (GAT R EA TEREA, AR LIRR KA E 3T B5. 
NRH RDN AR B, 
1144 推论 。 设 4, 号 是 优 射 空间 基 内 两 个 非 空 凹 全、4 是 开 
的 , 且 ANB = D NÉ id 
PH OR Aw 8. 

fal BRE, FEO FR 11.1.3.1 
于 C= 4A 一 8B; 则 可 得 到 一 个 
出 集 ， 它 是 弄 的 《作为 开 集 的 并 
Æ), ERANB= $E ORC, 
再 应 用 114.1 于 C MBM FEI 
{0} BIET, 

因为 只 是 由 它 决 定 的 簿 一 个 
半空 间 的 边界 ,可 见 有 : M 11:45. 
114.5 Hi. BA PMINSRA RATES. KER 8 
WARES PRE PP P RR 
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对 于 两 个 闭 集 ， 这 个 推论 是 不 成 要 的 ， 图 11.4.5 说 明了 这 一 
AL HR, OR I AT BO, NÉ: 
114.6 ib. ind 4 B BTR, 4 是 非 空间 集 , BERR, 
B. 4 中 一 名, 则 存在 一 个 超 平面 把 它 们 严格 分 离 。 

事实 上 , 利用 一 般 折 扑 学 可 证 : 存在 一 个 开 球 fa, Ee), e > 
9, 使 得 (4 二 U(a, NCB + UCg, 8)) 一 劝 ; 而 后 面 两 个 集合 
满足 11.4.5 中 的 假设 条 性 . 

对 于 一 般 的 两 个 闭 凸 集 ,仅仅 有 : 
114.7 推论。 车 4, C 是 两 个 非 空 ， RIRE E, 则 存在 一 
个 超 平 面 把 它们 分 离 。 


为 了 便于 讨论 ,在 念 射 空间 .上 放 上 一 个 欧 几 里 得 结构 ， 设 
ag 4, BLARE B(a,n),neN. REB, HPEH n, 两 个 
DE AQ Bla, n) 和 CC 满足 11.4.6 中 的 假设 条 件 ; 设 H, 是 分 离 这 
郑 个 凸 集 的 超 平面 。 只 要 证 明 能 从 序列 H, 中 抽出 一 个 子 序 列 收 
化 于 一 个 超 平面 就 够 了 。 首 先 . 我 们 能 找到 一 个 子 序列 ,其 正 交 方 
向 是 收 敏 的 ， 这 吓 因 为 空间 中 过 < 的 直线 的 投影 是 竖 的 (参见 
4.4.3); 于 是 只 要 找 出 一 个 子 序 列 的 子 序 列 收效 就 行 了 。 然而 车 
c € C FEE EX HT le, ec] ERA, HAAN Da, 6) 即 为 所 
求 的 子 序 列 ， 

现在 ,我 们 可 也 研究 11.1.5 中 引入 的 * 运算 了 : 
1148 ”命题 ， 设 区 是 以 9 为 原点 的 欧 儿 里 得 向 量 空间 ， 


(i) WRABGAM, Moe a; m Roe À, a Lp 
ms 

Gi) MRAES 0 点 的 一 个 凸 闭 集 , 则 A** 一 A, 

事实 上 ,着 对 + > 0 4 AC B(0, r), WADO, r))* = 
BOO, 7), 同样, 如果 存 在 + > 0, 使 得 B(0, 5) C 4, Wy ARC 
(B(0,r))" — B(0,r WE, 设 4 是 含 0 ROR Hu, 
(HEM 11.1.51 AC AT, VE a KA; 则 根据 11.4.6 存在 -一 个 超 
FRAP KS BE ARE o. SHOE OH, BARBARA CR 


10.7.11), BUH = (ze X; (zl4)= 1}; B Vx € A, 4 (alk) c d 


ELE Cxl4) <1, Hi as A**, BD ATCA, 
11.5 支撑 超 平 面 ; 应 用 


AEDE., B= {r} Hz € 4 的 情形 。 是 一 种 重要 的 分 离 的 
fA S| PERSE: 
15.1 定义 。 设 4 是 仿 射 空间 尼 的 任意 一 个 子 集 ， 藻 五 是 任意 
TAR E 4 QRH. MEAS B {x} AA, 则 称 晶 是 4 的 
支撑 超 平面 再 也 称 为 4 在 点 * 处 的 支撑 超 平面 ， 
$ 11.4.5 前 的 论述 ， 如 果 互 是 凸 集 4 的 一 个 支撑 超 平生 ， 则 
udi + 


ED 11.5.t. 
HN d = OG; 8-H, MRA 处 的 支撑 超 平面 。 则 必 有 
x € Fr A, 

上 述 诸 图 形 表明 : 在 一 点 * 处 的 支撑 超 平 而 并 不 一 定 存在 ， 
也 可 能 不 是 唯一 的 。 世 可 能 支撑 点 不 正 一 个 。 对 此 在 11.6 中 将 进 
— H (REA, 
1152 NA, ib4RRE— HIE, WA ANDRE, 
有 一 个 在 该 点 处 的 支撑 起 平面 . 

Web, AR x € Fr 4, RU (xd = Dix L= {x} MAE 
理 11.4.1 BUF, 

可 以 证 明 , 在 Fr 4 和 支撑 超 平面 上 的 点 之 闻 , 有 一 个 1115.1 
中 引进 的 配 极 对 偶 关 系 。 
115.3 命题。 设 革 是 以 加 为 原点 的 欧 儿 里 得 向 是 空 间 。 4 是 一 
个 闭 西 集 , 月 OE 有, 则 Fr 4 上 点 的 所 有 配 极 超 平面 构成 4* 的 支 
MOLES, beh mR x € Fr A DLH PE25 EE ER, HU] E #9 
支撑 点 全 体 就 是 4 在 点 * 处 支撑 超 平 面 的 极点 集合 . 

exe Fre A, (GEE NM 11.1.5,1 ,4A* RE SHARE À 
SIA JE HE x 的 配 极 超 平面 (A 10.7.11), AR, MRT 
是 4 在 点 * 处 的 一 个 支撑 超 平面 ， 及 Pp 是 它 的 极点 ， 则 有 请 E 玖 
(参见 10.7.11), HA A** = 4D RABAT HHE pA O À AU 
半空 间 内 , 故 PE A*, A, HE AY 在 点 了 处 的 一 个 支撑 起 平面 ， 
Ay AT* 一 4 ,这样 我 们 就 得 到 了 4* 的 所 有 的 支撑 超 平 面 ， 
现在 ,我 们 可 以 将 11.1.7.4 中 的 说 明 补 充 完整 了 ; 
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Hj 11.5.5. 


1L5.4 $m. ibAR—TU Bus. AR AA Wb 
一 点 具有 一 个 支撑 超 平 面 , 则 4 是 一 个 西 集 。 

采用 皮 证 法 . WEbx€4d.y,z€A,J9EH. t€ (y, x] (764. 
BERE 16 4 H red, SE x, 1] A Fr A BRP Ae lx, 
1, GAR AEA 处 的 一 个 支撑 超 平面 ; 由 它 在 由 r yo e 所 生 
成 的 仿 射 平面 上 的 迹 钱 是 过 = 点 的 一 条 直线 ， 而 过 * 点 的 任意 一 
条 直线 总 在 三 角形 {x, y, 2} 的 内 部 ,因而 严格 地 分 离 了 * 和 ?了 或 
严格 地 分 离 了 > fz, 

内 部 非 室 这 一 条 件 是 重 
要 的 : 参看 图 11.5.5。 请 把 
此 证 法 同 [B-G] 88358 页 
中 的 直接 证 法 比较 一 下 。 


—— 


图 11.5.4。 因 LSS, 


现在 PAER ASE 11.1.7.4 RENAT: 
155 Ee. ARTO 4 是 所 有 包含 4 的 闭 半空 间 
* 了 


ms. 
i dC ER CES a T ARS MA 1112.7), 
VE x € S'CANA, HAM B= {x} 应 用 11.4.6 邵 得 出 矛盾 . 
11.5.6 注 。 有 一 个 比 Hahn-Banach 定理 更 初等 的 方法 , 揭示 了 
4 中 子玉 的 雪 撞 起 平面 的 性 状 ,而 卫 其 中 4 是 个 的 或 非 吓 的 ; 
11561 jk42 X09 CRS VE Xx 9 i MPR 
(BR 2.4.1), 由 至 少 存在 一 个 与 了 平行 的 4 的 支撑 超 平面 。 
Bek, we: X— X/V BX ERS X/V 上 的 投影 (参见 
2.2.4), W PCA} BAH ELER X/V 上 的 一 个 RE. Re eR 
它们 的 边界 (可 能 重合 ), ple), 78) 是 与 和 平行 的 超 平 面 , 并 
BET r ANAR eC BAPE A eb ee Oe, 
11.5.6.2 此 证 明 还 表明 : in À = OMB ee ATX 
EHE. FAR BOR À PY. 非 紧 的 , 则 这 样 的 超 平 面 可 能 
KEE: WE 11.5.6.2, 


Al 31.5.6.1. 图 11.5.6.2， 


115.63 RX PERIL BBA, M X/V 有 一 个 自然 的 


BOULE, RE PC AD KERR WE BRE = Vi 
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向 上 的 4 的 宽度 , 记 作 large 4。， 常 宽度 的 凸 集 已 成 为 许多 研究 工 
作 的 主要 对 象 ;在 这 方面 有 好 多 未 兽 解雇 的 问题 ,如 使 对 于 二 维 的 
情形 也 是 如 此 ， 在 12.10.5 BRT TR Sa eS RAR 
胆 关 图形 和 参考 文献 可 参看 该 节 。 

115.64 Se YARRA TRAE: 看 
11.8.12.3, 
11.5.7 。 凸 性 的 室 念 可 使 我 们 对 欧 几 里 得 空间 中 “和 包 舍 一 个 马 给 
紧 集 的 最 小 球 ” 问 题 给 予 确切 的 说 明 ， 
115.8 ÆJ (Jung). 设 4 是 z 维 欧 几 里 得 仿 射 空间 x 的 一 个 
紧 集 ， 则 4 被 包含 在 唯一 的 一 个 半径 最 小 的 球 内 。 此 外 ， 如 果 此 
球 的 中 心 为 *, 半径 为 r, 则 有 


"m < i - diam (4), 


REED STREET HE EDAR, 
(Gi) x € PCAN SC, r)). 


图 11.5.8.1. 


XPTERBU:I 0, E Y= (y€ X:B(y,1)2 4). 因为 4 是 
有 界 的 ,所 以 了 一 {re R: Yo9e Dh ay d. HSM: sci, E HI 


ul 


Y,CY,, B Y, RX, AOREW BREWERIES. 
04), 改 荐 令 + 一 infT, 就 有 Y, 一 (Y, gu 


>r 


M 11.5.8.3. 


图 11.5.8.4, 


SUE x, y € Y,, Bx 2« y, 则 产生 矛盾 (图 1.5.7.1): 


NE: <r, 同时 Je ET; TR. Y, = {a}, 
现在 还 须 证 明 (i) MGD, 为 了 进行 这 一 工作 ,在 x 处 向 量 


OX, NH u€S(x,1),6 > 04r&; 根据 * 和 ?+ 的 定义 ,我 们 有 : 
3 ae Aldis, a) <r < dla, Eu), 
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因为 4 是 紧 的 。 令 = 一 0 并 求 模 限 ， 则 对 任意 的 we S(0, 1) 可 找 
到 一 点 a € A tE (alu) <0 和 dtx,a) 一 +， 由 此 即 推 得 Gi), 
因为 ,如果 x CAT) SC, r), 则 将 存在 一 个 赵 平 面 玉 严格 分 离 
x Rl AQ SG, 0) (应 用 11.4.6), 而 把 前 述 结果 同时 应 用 于 # 和 
— 4 f: 


Au}U{— s] = SOx, INA, Bie. 
为 了 证 明 (i). 我 们 利用 Carathéodory 定理 11.1.8.6: 


rc >; Àj, 4; 20, >; A, = 1, (ei Jie. aa cx, 10 A, 


特别 ,对 于 任意 的 :所 fdas a;) & 9 = diam (4), 
首先 固定 一 个 i 1 一 D ye u, WE dle, qt) 一 0 就 有 


[| 
(1 一 A086 > >) A;d'(a;, aj) 一 > Aja?(a;, a)l 
iwi i 

然而 ， 

d(a;, ej) = lla? + lol? — Cal aj) > 2r* Cal e), 
由 此 推出; 

GQ —4)8 > (> 2 Dre 2 (ail > 1a; o 27285 2) 
2r' (因为 在 * 处 的 向 量化 空间 关中 有 * = 0), Hi M1 la + 1 
求 和 ,得 SO m LOU d I'd SV (1) BIE, Go 
WER j, dla, a) *- 8 成 立时 ,才能 取 等 号 。 对 在 R h 
PERDE: DO 一 1 上 考虑 的 正则 单 形 Sj— (0.34) € 


RO, 4 BVI, a 1} 【参见 12.1.2.5), 则 等 号 总 是 成 立 
的 ， 
115.9 Hi 

SSI 定理 11.5.8 还 提供 了 正则 单 形 5, 外 接 球面 的 半径 
的 计算 靶 ( 参 见 9.7.3.7)。 也 可 参看 11.9.18, 

11.5.9.2 PRIEN ARS, (i) 中 等 式 对 其 它 的 4 也 可 能 成 立 ， 
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例如 Reuleaux 三 角形 :图 12.10.5.1, 
11.5.9.3 值得 注意 与 4 典范 相连 的 点 *, 一 般 来 说 与 4 的 
重心 是 不 向 的 (参见 2.7.5.6), 
115.94 ”也 要 注意 (图 11.5.9) 有 可 能 
# (Sæ, r2 A) << d+1 CBU LEN RADARS a, 可 能 是 重 


Æ 11.5,9， 


11.5.9.5 ”我 们 也 可 以 研究 包含 在 已 给 紧 集 4 内 的 半径 最 大 
的 球 : 这 时 ,可 找到 一 个 最 大 的 半径 , 但 是 , 不 再 是 唯一 的 了 。 桓 
助 于 4 的 最 小 宽度 。 对 于 这 一 最 大 半径 简 样 可 作出 一 个 不 等 式 : 
参见 11.9.12 或 [EN] 第 112 页 . 

11.5.9.6 ”也 请 参见 11.9.23, 


16 UMW TA ,端点 


现在 ,我们 来 研究 一 个 呈 集 的 不 同类 型 的 边界 点 ，。 
11.6.1 定义 。 设 4 是 和 的 一 个 2 HUH, Bee Fra, Wigs 
的 阶 为 a, EN 4 在 点 * 处 的 所 有 的 支撑 起 平面 的 交集 作为 仿 射 
子 空间 其 维 数 为 a。 若 * 的 阶 & = 0, Mee 是 4 的 一 个 顶点 ; 而 
车 a 一 d—1 (LR + 处 的 支撑 超 平 面 是 唯一 的 ), 则 称 4 在 点 ”处 
ICN, 

图 11.6.1.1 表示 一 个 加 ;其 上 每 一 点 都 是 光滑 的 , 连 顶 点 一 -个 
也 没有 . 单 形 11.6.1.2 具有 阶 数 为 0, 1, 2 的 边界 点 ;更 一 般 地 ,一 
个 a 维 单 形 具有 罚 数 为 0, 1。…, 4 一 1 的 边界 点 ; EXE E 
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Eb 1i.6.1.1. 图 11.6.1.2. 


i£ il.6.1.3, 


形 也 是 如 此 ,参看 1219, E 11.6.1.3 表示 具有 无 限 多 个 顶点 的 一 
个 山 集 。 然 而 ,一 个 同 集 不 可 能 有 过 多 的 顶点 ， 
11.6.2 命题 ， 凸 集 的 顶点 总 是 可 数 的 。 

mPpx— TELE, WER re Fr A, 设 CN, 是 如 
下 定义 的 4 在 点 * 处 的 法 锥 : CN, 是 自 始 点 x 引出 的 所 有 这 样 的 
半 直 线 的 并 集 , 这 些 半 直 钱 同 4 在 点 * 处 的 支撑 超 平面 正 交 ,并 位 
于 4 所 不 在 的 超 平 面 的 那 一 边 ; 换 音 之 ; 

CN, = {yE X: (xy|xz) & 0. Vre Aj, 

如 果 4 在 点 * hE EAD EE CN. 缩 成 为 一 条 半 直 线 : 否 划 , 称 


x 是 一 个 质点 就 等 价 于 CN。 ~ D. 取 定 sexX, 让 zx 到 遍 X 的 所 
有 有 顶点。 将 CN 平移 成 以 4。 为 顶点 的 ON, BAW DER! 
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Yr y ENNEN, = ;事实 上 ,不 然 的 话 将 存在 s € X ,使 得 三 


角形 xyz TE x URL y 处 的 角度 为 锐角 : Ceylza)> 0 A (ya y2)> 
0, 与 法 锥 的 定义 矛盾 . 

由 古典 知识 可 知 , CN, 是 可 数 多 个 (因为 在 X 内 放 上 一 个 可 
数 点 集 , 它 在 X 内 是 处 处 称 密 的 )， 


图 11.6,2, 


11.6.3 ”关于 顶点 有 一 个 更 细致 的 定理 ,参看 [VE] # 136 页 . 
1.64 EX, RAR, ce Fr A, 若 在 点 * 处 存在 一 个 支 
TERI] H, RAN Ais} Ke 是 暴露 点 。 若 由 yy ze A, 


” $60 * 


= LU gs pe, WIE Rx 为 端点 。 如 果 一 个 山 集 的 记 有 


芍 边 界 点 均 县 暴露 点 ; 则 称 此 山 集 为 严格 的 蔬 集 ， 
11.65 附注 
11.6.5.01 顶点 必 是 端点 ， 介 反之 不 然 (图 11.6.5.1); 然而 在 
12.1.9 中 将 醋 看 到 ,对 于 多 自体 两 普 是 一 致 的 。 
1165.2 READE AR ARCA 11.6.5.2)。 
1165.3 全 体 端 点 所 成 的 集合 未 必 是 闭 的 : 11.653, 然 
而 , 4 一 2 时 ,结论 为 真 , 参 抒 练 习 11.9.8, 


FS 11.6,5,3. 


11.6.5.4 设 *eFr4, 卫 * 是 端点 。 则 * 是 一 端点 等 价 于 


Ax DEDE: 参见 图 11.1.1.7 RI 11.1.1.8， 
11655 高 点 的 一 个 应 用 为 11.8.10.9。 
11.6.6 ”例子 
11.6.6.1 À IR LE HUE RE EVE 28 DE RT P RAS 
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166.2 在 测度 论 里 ,端点 起 重要 的 作用 (其 实 , 在 那里 涉及 
的 是 无 限 维 室 间 ,参见 [DE 4], 第 147 页 问题 8， | 

116.63 AWARE gH ecgREIN X. Pl. 双 随 机 第 阵 金 
体 构成 一 个 凸 集 , 此 凸 集 的 端点 为 置换 矩阵 ; SU 11.9.7 和 IKE] 
第 21 章 或 者 [R-V] 第 V 章 应 用 部 分 ， 
1167 现在 我 们 可 以 回答 从 11.1.8.5 开 
始 期 待 已 入 的 间 题 了 ,这 就 是 : 
11.6.8 定理 (Krein 和 Milman}, 一 
个 紧 凸 集 是 其 端点 的 四 包 络 。 

Hj Extrem(,) 表示 一 个 是 集 所 有 

E Hee 端点 的 集合 . 易 见 ,对 于 4 的 任 一 支撑 起 

平面 如 ,由 定义 11.6.4 可 推出 Extrem Af) H)—(Extrem (A) H, 
下 面 对 x Sy ERO 2 用 归纳 法 证 明 11.6.8。 当 了 一 1 上 时， 从 
11.6.6.1 了 可 推出 定理 。 现 设 定理 对 4 一 1 成立。 E129, 
M Fr ACE (Extrem (A)) 可 Be A= #(Extrem(A)}), i 
a € Fr A4,JE B.H RE AER x SEIT CHEESE CB D 11.5.2); 
WARE RTE. e LERRA BER: 

EHN A= & (Extrem (AN H)) = & (Extrem (ANA) 

= 4 (Extrem ( 4)) NHC (Extrem ( 4)), 

116.9 有关 边界 点 的 其 它 结果 , 可 看 LVE], 第 138—139 页 . 


11.7 Helly 定理 及 其 应 用 


下 述 的 Helly 定理 儿 和 何 性 很 强 . 它 有 好 些 相 当 了 不 起 的 应 用 . 
饶 育 兴味 的 是 :我 们 可 以 注意 到 ,这 个 Helly 定理 提出 的 日 期 相对 
来 说 是 很 近 的 : 1921 年 ,而 Krasnosel’skii EEE: 1946 


证 


1L71 定理 (Helly), Ux E&—" 2 XU esq. 多 xA 
一 个 藻 数 大 于 4 + 1 的 凸 集 族 ， 如 果 we WE PIR BS fE: 
G) F 的 任意 4 二 Y SRT RADE, HOR sey. 
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Gi) F 的 所 有 元 素 是 紧 的 或 者 .多 是 有 限 的 , 则 整个 族 FS 
其 交集 是 非 空 的 。 
11.7.2 注 

凸 业 的 条 件 是 必 不 可 少 的 : 参看 图 1414.7.2.1。 REG) 中 的 
:有 十 上 是 所 有 可 能 情 冲 中 最 好 的 结果 :参看 图 11.7.2.2 和 11.7.2.3, 
AE GD 也 是 必要 的 : 不 然 的 话 , 可 取 多 一 {[Ia,co[: we INT, 

最 后 ,我们 注意 到 11.7.1 全 一 个 构造 性 的 定理 , 


图 11.7.2.1, 


€, C4 

en <<< + — 

图 11.7.2.3. 图 11,7,2.4. | 
11.7.31 第 一 种 情形 : # BAIA, HHA .多 的 所 有 的 元 


REG. 

通过 初等 集合 论 均 论 证 ， 问题 可 以 时 结 为 对 大 名 一 dd 十 2 
情形 的 讨论 ， 下 面 我 们 对 dd 一 dim X HE 纳 革 证明, 24 2—0 
时 , 定理 是 显然 的 ， 设 多 — (Ci. Can} 并 利用 反 证 法 假 
iE f) C= 6; 则 必要 时 通过 对 .名 作 重 新 编号 ,总 可 假定 

f=1 
Acs Cil Cau A D, ifii AN Can = h, 

VE RBS TET P^ F8 GDS ACRI Ca (E 11.4.6), BIB Md +14 
FR HNC, HA Cou: 它们 中 的 4 一 1 个 总 是 满足 (i) 的 ， 
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这 是 因为 Cite, Cou PEE d ARA Can 有 非 空 的 交集 (根据 
对 FT 的 条 件 (i)), AMARA 4 BATTER, TERA "YHE 
nj Aud A h EAE R A USE E BAN CGN N Can 8 d, 
AA HRERL JA. 


BED OILALI, 


1.7.3.2. 第 二 种 情形 ; F 不 一 定 是 有 限 的 ,但 实 的 所 有 的 
SCRE RM. 根据 11.7.3.1 可 知 : 多 的 任意 一 个 有 限 子 疙 其 交集 
FERRER INR IR, 下 此 可 推出 多 本 身 的 交集 是 
SFR, 我 们 不 妨 回 想 一 下 其 论证 过 程 ， 用 反 证 法 ,假设 Wre Fi, 
3F.€3 ie xk F,, WaU.c OXY, UNF = d, 5h 
it HORE AIA ATR OU, Ue, HEX FS 5h FP 
NF, 6 FE. 

11.733 第 三 种 情形 : .多 中 的 元 来 不 一 定 是 紧 集 , OF 
是 有 有限 的 ， 

Ang 11.7.8.1 RF E, BA H F = 4 十 2 的 情况 
MEHE, FH. HG = (Cic. Cats) 使 其 任意 4 十 1 个 元 
素 构 成 的 子 族 的 交集 是 非 空 的 。 我 们 要 和 构 作 紧 集 疼 C C. = 
1，……*4 寺 31) 使 得 任意 d + I PER MR PRESSE BE 

4g 


as fy; GRE, 从 11.7.3.1 即 可 推 得 定理 成 立 ， 今 构 作 K, 如 下 : dk 
假设 存在 pi 门 C; Go2, 4-25 € Ke FU. s, 


Paa2). 这 样 KCC, 并 且 族 {KK,， Cs Can} 05 W OG), 这 
基因 为 对 于 任意 的 i 一 2,… 4 2, Kn [| Ci3 Pi。 然后 , 按 


i>i 
FE E 


同样 的 方式 构 作 Kies, 
17.4 注 

11.7.4.1 对 第 三 种 情形 ，Radon 有 一 种 证 明 ,是 以 线性 代数 
作为 基础 的 : 参见 11.9.11。 

117.42 在 Helly 定理 和 Carathéodory 定理 之 间 (Ze Wl 
11.1.8.6) 存在 着 密 场 的 联系 : BL [EN] 38 39 HA [VE] 第 
72—73 页 上 Helly 定理 的 第 三 种 证 明 . 

11.7.5 推论。 设 在 一 个 仿 射 平面 下 内 , 族 .多 出 有 限 个 平行 线段 
”组 成 ,并 上 日 每 三 个 线段 具有 一 条 共同 的 割 线 , 则 整个 族 S 具有 一 
条 共同 的 割 线 ， 


图 11.7.5。 


下 面 我 们 排除 每 两 条 线段 位 于 同一 条 直线 上 的 情形 ， 那 时 ,， sx 
中 所 有 的 线段 将 位 于 同一 条 直线 上 ,结论 成 立 . 如果 不 是 这 样 的 情 
况 ,在 天内 选取 坐标 系 ， 使 得 Oy 轴 是 这 些 线 段 的 公共 方向 ; 对 于 
RRB Se FBS = (a, BR: 直线 y 一 ax 十 8 与 S$ 相 
Eh TERIS 是 R 中 的 一 个 凸 集 ， 根 据 假设 条 件 每 三 个 5， 
具有 一 个 公共 点 ， 因 而 它们 有 一 个 非 空 的 交集 ， 从 而 Ce, f) eR 
决定 了 一 条 直线 y= x 十 8, CA 多 中 每 一 个 元 素 5 根 交 . 
t 4j» 


PRC, a 维修 射 空间 中 的 紧 凸 集 至 多 对 2 缺乏 对 称 
性 。 尖 了 一 1 时 ， 住 意 一 个 钱 民 是 基于 它 的 中 心 对 称 的 。 有关 其 
它 的 娄 似 结果 ， 例 如 可 看 练习 12.12.21 或 [VE] 第 190 真 命 题 
12.5。 尤 其 是 令 人 惊叹 的 Dyoretsky 结论 断言 : 对 于 适当 的 维 
数 ,一 个 山 集 总 共有 几 平 是 球面 的 截面 ( 见 Some results on con- 


vex bodies and Banach spaces, Proceedings of the International 


Symposium on Linear Spaces, p.123—166, Jerusalem 1961), 
11.7.6 推论 ， 对 于 4 EDS ESTE X HET RAB A, 至 少 
存在 一 点 x€ A, GA Pit m AER Lo, el CAS D 11.2.9 
和 2.4.6) 满足 


图 11.7-6.1. 


首先 ,我 们 注意 到 2 是 所 有 可 能 的 情形 下 最 好 的 界 ,以 任意 一 
个 音 形 为 例 荐 可 说 明 这 一 点 ,对 于 这 样 的 单 形 , 读 者 可 验证 存在 叭 
一 的 这 样 的 =, RN SUB AYE, 

À J UEBA 11.7.6, 对 于 住 意 的 xe 4, 5| A CE 11.3 Eo: 


A= opp 4. 

d+ i d +1 
它 就 是 位 似 Heal A) 【参见 2.3.3.8)， 这 些 A. re A 满足 
Helly 定 建 的 假设 条 件 , 且 此 时 每 一 个 集合 都 是 紧 的 :事实 上 , 设 


7426 


* 


Lau uec A, HAR BDA y = oi 2 ta 


对 于 任意 的 :一 1，……， a+ l, 因为 4 是 mu 集 , 故 有 


=l . od. DIR 

FT I+) m 25 

(25,111.88), Altec [| As 3E B De, v] 是 过 z 的 一 条 
ré À ` 


— 


BE; Are A, 即 可 推出 z& Houses Lu, 91). fa fait, 
+ "n 
由 此 推出 -2 «dg. 交换 xz 和 zz, 则 推 得 结论 。 


一 > 


下 面 推论 表明 : 例如 ,对 于 平面 的 情况 , 设 对 一 个 博物 馆 里 的 

任意 三 尽 画 ， 一 位 参观 者 总 能 找 
到 一 个 地 方 ， 在 那里 能 看 到 这 三 
乙 画 , 则 他 就 能 找到 一 个 见方 ,在 
那里 同时 能 看 到 这 博物 馆 内 所 有 
的 画 ( 可 能 他 得 有 很 好 的 目 力 ,或 
者 有 一 个 远 上 距离 镜头 。 不 过 他 可 
以 誉 在 那儿 了 )、， 当 然 , 此 推论 是 
判定 一 个 集合 是 星 形 集 的 判定 准 
Wu. 
11.7.7 推论 (Krasnosel’skii). 
VE a E d ER LBS X 
中 的 一 个 紧 集 ， 又 假设 对 于 任意 的 Gn iene A, PEPE VEX, 
使 得 xi, 门 Cd 对 于 任意 的 :一 1 wd 十 1 成 立 。 则 4 是 一 
FERRÉ, 

di REASGRESGMdHxeXRS AA x 为 中 心 、 含 在 4 内 的 最 大 
星 形 集 , 即 - 


图 11.7.6.2, 


V, = {yE 4; [x.y1c4). 
BEVERY. RA. CORA eVo 也 是 紧 的 (参见 
11.1.8.7), Witiy E iR AREA H E Vi, 更 不 必 说 


+ 435 


BE 11,7.7.1. 
OV.) 都 是 每 2 + 1 个 必 有 非 空 交 集 的 。 于 是 (参见 11.7.1), dE 
在 ye 门 SV.) RAVER ABA* 处 的 一 个 星 形 集 ， 当 然 , 困 


réd 


难 在 于 事先 并 不 知道 ye (| Ve (ME, in à Ve RE 


LE 


不 能 对 它们 应 用 Helly SH), 


图 11.7.7.2. 


用 反 证 法 证 明 : Rire 4, 上 且 使 1x,y] 心 4， 在 了 上 引入 欧 
几 里 得 结构 . 设 * EAKA Lx, yl 上 从 x 引出 的 使 得 Ex, x1C A 
成 立 的 最 后 的 那 一 点 ， 任 取 Lx, INA 上 一 点 ,根据 连续 性， 
在 在 zE]xr , ul 使 得 déco, x’) « dlu, A). 现在, selu, wl 
fre A, ER d(s t) = du, 1, A), HERIT AD 1 à ns 


+ ġġ c 


应 用 两 次 11.1.7.2; 一 次 是 在 s 对 于 4, BREE: HF es 
wi, BLUR Caley) « 0 LR V, (Ai (V) 整个 位 在 由 起 平面 
HISSA OR Lo r, Sos EX, BORA E. 
而 由 这 两 个 条 件 就 推 姑 » REP), 

11.7.8 Helly 定理 的 其 它 应 用 ,可 看 [VE] 第 6 部 分 , LEN] 第 2 
章 利 [D-G-K |. | 


118 h iW 数 


11.3.1 我 们 记得 , Hf 1 一 R EAER, 这 里 了 是 及 的 一 个 
RH, 如果 Viel0,17, Vr, per EE Hirt OU —1)r)< 
AG) 十 《1 一 2)fC9), 刚 称 f SET ee, 

更 一 般 地 ,我 们 给 出 : 
1L&.2 BM. HACK BSI X ATR: BEBE f: AS 
R, mk Vie [0,1], Vx, y € 4 TE f(Ax-(1—23)y) & af (x) + 
(1 — åO), WER f HR, 

这 样 的 条 件 仅 当 4 是 号 集 时 才 有 意义 。 我 们 还 可 以 给 出 一 个 
等 价 的 定义 ,但 写成 命题 的 形式 如 下 ， 
11.8.3 M. Af: 4 一 及 ,这 时 4 是 一 个 西 集 . 则 "f RET 
等 价 于 “ft 的 图 域 是 X x R 的 一 个 凸 集 ", 这 里 MARIE 

Epigr (f) = l(x, DEX X Re xe Air = fo). 


:了 的 图 ISTE 


图 11.8.3. 
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如 果 上 是 凸 的 ,容易 用 雪 纳 靶 证 明 : 
11.8.4 Vi: 10 和 一 1,YfcoC4d, À 


102 tx.) < D uf). 


1185 3M, HRMS: AR, RARE FIRE, mE 
Wie l0, il, We, rend aly = y TRES fx +(l—12)y) < AME) + 
(1 — 1)f£G0 , MIRR + XE HR CHR. 
11.8.6 EX. BARR: AR, dE f has. NER 
加 前 数 ; 即 若 对 任意 的 1e [0,1], x, »€ A f(x + (07200 
AGO + (1 — 221 G0 则 称 f LR, 
1187 #> 

11.8.7.1 图 11.8.6 表明 , 一 个 凸 国 数 未 必 是 连续 的 。 更 一 般 
地 ,一 个 紧 集 上 的 山 函 数 一 般 而 官 其 至 不 是 有 界 的 : 取 4 = Be, 
DER, j|; = 9 Hi 5(0,1) = AA E, RE RE dS IE Ë 
数 。 关 于 凸 函数 的 连续 性 可 参看 11.8.10.4, 

1187.3 一 个 仿 射 形 江 1: X> R(E 2.4.8.3) Boe 
是 根据 3.5.1, 在 11.8.4 内 总 能 取 到 等 号 , 改 1 绝 不 是 严格 点 的 ， 

11.8.7.3 TER bee Xf alba, sh x BPR, 

1L&7.4 WE Vi, fi: 4 一 及 是 凸 的 ,所 有 的 c; WAP RS 
TS, vil 5 cif; WEN, 

118.75 mR Yi, f: AR En, 则 它们 的 上 包 络 是 本 
的 : 因为 ,上 和 包 络 的 图 域 为 户 的 图 域 之 交 , 故 应 用 11.8.3 HD RT. 

11.8.7.6 WE r, yaz, t ZKILESOHSA PA À À, 
则 函数 

[0,1] 2 à d(Ax + (1— åw, az + (1 — AX) ER 

Ruby. 事实 上 , dx + (0 — Ady, de + (0 — a)i) = flare + 
G — 1 yall, 于 是 从 9.2.2 的 证 明 可 推 得 所 求 的 不 等 式 。 

DRE £5 t OAT LG BEA B SERE RS PL ToS 这 两 个 例 于 


o6 


— 
xz 


x — a ett x d tat 
o ix til- Dr 


yE 


图 11.8.7. 


对 于 下 而 的 内 容 是 很 重要 的 : SA 1211.3 $8 15.5.9, 
11.8.8 Brunn-Minkowski 定理 

11.8.81. 定理 (Brunn.Minkowski), (2.4 #1 B E th 7x 
IB x 中 的 两 个 d 维 紧 集 ,并 且 £ 是 X 上 的 Lebesgue 测度 , 则 函数 

[0,1] 2543 > eAt (1 — à) BY"^ cR 

EU AK 14 + (1 — 2) B 的 定义 人 参见 11.1.3). 

我 们 赋予 蕊 一 个 欧 几 里 得 结构 ,有 是 该 结构 的 Lebesgue Mi 
度 ， 并 选用 一 个 正 交 标 架 。 把 楼 边 平行 于 所 考虑 的 标 架 的 开 的 平 
行 六 面体 集合 记 作 +, 

11.882 第 一 种 情形 ，4 aB RETI. Ha F h, (i 一 
l, 2.4) 表示 A, B 的 楼 ; 则 X44 十 BEF, HL Aa; + ub, lE 
为 它 的 楼 (Yu 2200, ME eG IT a, eG IT è, 
LAA + pB) = J[ (ia, + n5). & ' ‘ 


Po LIB. 


947 


8; E 


-一 一 一 = 


ta; + ph; "T Aa; + ab; 
使 得 Ap, + po 一 1， 报 据 11.8.11.6, 我们 有 


ird Lt 
ee a Tare qn 


= 


PL Ds 


S) (lu; + po) 
, . 
11883 第 二 种 情形 ， 设 4 一 U 4 Bem U B, RH 


A,B € # Ni , j EH ANA BID Bp B. iA E RR. 
这 时 对 整数 ;十 用 归纳 巷 来 进行 证 明 ; 例如 , 我 们 很 设 mw > 1. 
于 是 , 存在 一 个 超 平 面 H , 它 平行 于 一 个 坐标 超 平 商 , 并且, 至少 
严格 分离 A He, FETE A= AUS, Bh At A 
是 和 4 同类 型 的 ,但 前 者 含 m 个 ,后 者 含 m 个 ,使 得 m+ << m 
m- < ww， 根据 连续 性 , 我 们 可 以 看 出 , 存在 一 个 与 互 平 行 的 超 平 


Hi K, 它 把 8 制 为 B+ 和 B, 日 使 得 t = TERES 


LCA} = OC At) + (47), OCB) = 9(B*) -9(B^); lb Sh, B* 
和 B^ ABABA, At nt s.a xn. Afi, id + 
eB” 和 44 十 aB 应 用 归纳 法 候 设 条 件 ,就 有 : 
OA pB) = P(1A4* + p B^) + (14^ + Bo) 
> (ABC Ate + ge B+) Ys 
+ (ACC A47 + pe B. )4)4 
= (ALC Ay"* lB) A, 
11.8.8.4 MEP. We AMS HERMES: A, 要 
JE Lebesgue 测度 的 标准 理论 ,我 们 可 用 11.8.8.3 的 类 型 的 集 A, 
B, iat A, 如 .使 得 ECA) — 96A,)| < e| ECB) —e(B,D | <e, 
由 此 得 到 结论 , 
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11885 推论。 对 于 任意 的 紧 集 A, B, 恒 有 
f(A + BY” > 9( A)"* + EB) 

11886 ix. RATA CICA: 所 研究 的 函数 是 严格 凹 的 充分 
必要 条 件 为 集 台 了 BRAUER RE: 但 
证 明 要 难得 多 ,请 参 有 有 LEN] 第 97 页 ,或 [HR] 
第 187 Hi, 

11.8.9 Loewner-Behrend A% 

11.8.9.1 iH 8.2.5.2 hic, £ HE 4 维 
实 向 其 空间 , OCE) 是 互 上 欧 儿 里 得 结构 全 体 - 
所 成 的 空间 ， 它 是 向 量 空 间 ZE) 中 一 个 开 
Ah, 今 在 EE 上 取 定 一 个 Lebesgue 测度 ©, 对 于 每 一 个 
4€ QCE) , 配 以 彬 球面 9701) (参见 15.3.3.3),. 其 是 包 络 为 实心 术 
ER EU) = 47([0, 11); 我 们 打算 计算 它 的 体积 eela) 
lil 9.12.4), 

11.8.9.2 ib 4, A DE FE p RES, BS Wy ee 
(参见 13.1.3.6), WW] A’ == SAS, ix M S E 1€ Isom CEJ 28) 一 
SRT UE BER. FFAS 是 至 关于 中 的 单位 基底 ， 
也 就 是 相伴 的 同 构 RY E R 2.7.4.2 类 型 的 , 则 尤其 有 dets — 1 
和 det 4 二 det 4, TÆ, 对 于 和 gt QE), 我 们 可 以 定义 其 
行列 式 : 

11.8.9.3 det, g = det 4, 

这 里 ,4 是 4 在 任何 一 个 单位 基底 BS 下 的 矩阵 。 这 样 一 来 ， 
我 们 就 有 

11.8.94 |SCe(9)) 一 B(d)(dete g) V2 


图 11,8.9. 


这 里 (4) Bx NUL 9.12.4.7, 
事实 上 ,我们 赋予 E 一 个 以 8 为 典范 测度 的 辅助 欧 几 里 得 结 
构 (参见 9.12), Hig JE Isom (E), 使 得 1(8(0,1) = Elg), À 
BU (参见 13.1:3.9) Pre = jl- iP; XH || - 是 是 欧 几 里 得 结构 的 范 
Bi, FRACS UW, 13.1.3.10), 既然 |. PAB, dr nnn 
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I = U AU, ZE U E F EERE RAR TASER, 特别 有 有 
det A: |decf|* = 1, 根据 2.7.4.3, 

LCC g)} = [det f| - (BCO, 1)) — [det f| - ACE) 

= f(d)( dete g)”, 

fF 11.8.10.7 中 给 出 Loewner-Behrend 定理 的 证 明 时 ,机 用 到 : 

11.8.9.5 $538. HK OCF) 34 — v((q)) € R. E P^ 4& và 
的 ， 

i 4,4 € OCH); 根据 13.5.5, 存在 一 个 同时 对 角 线 化 的 基 
底 , 并 不 妒 假 设 它们 都 是 ?单位 化 的 ,使 


q= Dax, g = D) aja, 
相对 于 这 个 基底 , 9 Ag 的 行列 式 顺 次 为 
detg = [| a, derg = [[ @, iH ax 0,5 Y—1 
时 ,我 们 有 


det (ig + Vg) = [[ (aa; + d'a). 


多 次 应 用 11.8.11.4 可 得 : 
(det Cag + d'a) = [T Gs, + xay 


< II tier» 


-Ho Tar T 

& ACdet g) + Y (dec 4). 
仅 当 对 于 每 一 对 (ai, ai) 等 号 成 立时 ,上 式 等 号 才 成 立 ; Mit, 
当 Vi a, = ai Bg = g HRSA R, | 
118.10 CREER, 我 们 在 11.8.7.1 中 已 经 看 到 ， 一 
个 凸 国 数 甚 至 在 一 个 紧 集 上 世 未 必 是 连续 或 有 界 的 ; 然而， 我 们 
GREE, ARS RRA ALL Rs 情况 正如 
11.8.7.1 (BAS PR RES HY BREE, 

11.8.10.1 $8, GMs; 4 一 有 在 4 的 相对 内 部 (参见 
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11.2.8) 的 任意 一 个 紧 集 上 是 界 下 上 的 ;在 4 的 什 一 有 春 举 上 是 
AT FÉ. 

RRR, MAR À à % RE. UTOR re À, HA 
HE Epigr (D 在 点 Cre FG) 处 的 一 个 支撑 碍 平面 (参见 11.8.3 
#0 11.5.2), Mike: X—^R B—PIHHER. HE H = 20), 
根据 作法 ,有 12 8。 征 仿 射 形式 在 任意 一 个 有 界 集 上 是 有 界 的 。 

it Kcd EIRE, 对 于 任意 的 xE 玉 ,存在 X 的 一 个 单 


形 Se, 使 得 5; 己 入 和 xE ZB(S.)， 利 用 紧 性 ， 可 用 有 限 多 个 这 样 
HAREA K, 根据 11.8.4 可 知 (Ce) TERE REAL x € K 处 的 值 是 被 
f 在 这 些 单 形 的 有 限 个 数 顶 点 处 的 值 所 界 于 上 的 。 07 


图 11.8.10.1. 


11.8.10.2 81388, JE f- (4,91 R 是 站 的 , c € la, bE; Wi) 
G) 函数 Le, 4]\e: cie KO HOD gig, 
— ç 


Gi) fre E REG SP GO 和 左 导数 flo). 并且 CO 
fie): 8) f Tk c 点 是 连续 的 ， 

Gi 3E f 3E Ja, OL 上 可 导 , 则 它 的 导 函 数 是 递增 的 ; 若 产 (c) 
在 在 , 则 Ce) > 0, 

由 定 文 可 推出 递增 性 ,参看 图 形 。 当 和 ec 时 , :> 
是 递增 的 ,并 以 MO RO. 作为 它 的 下 界 , 于 是 


m KOK) fale) 


ha Ae) 


im 


号 存在 的 ， MON "A Ele) Shite), 至 于 了 ,如 
果 它 存在 , BH Ve, de a, HL, C) < LOND) < ria), gr 


DRM. SDERDURUS — TUE A EAA. 

118103 附注 。 从 引 理 的 证 明 容易 看 出 ， 

{e€ Ja, bl: flo} = filo} 
是 可 数 染 。 关 于 凸 函数 更 细致 的 性 质 以 及 无 限 维 的 情形 ， 可 看 
[R-V] 的 第 IV Æ, 

从 引 理 可 得 , 如 果 f: AR, ACK, X 是 任意 维 的 , 则 了 在 
Pha c 处 自 4 引 出 的 每 一 条 半 直 线 上 具有 方向 导数 , 现在 , 我们 
将 应 用 这 个 想法 ， 

11.8.10.4 $E. if: 4 一 民 是 各 的 ， 则 了 在 4 相对 内 部 
的 任意 一 点 是 连续 的 ， 


Bi J1.5.1U.4, 


实 向 量 空 间 , 赋 有 一 个 Lebesgue WE, 若 玉 是 五 的 一 个 具有 非 空 
内 部 的 紧 集 , 则 存在 唯一 的 一 个 包 售 玉 且 体 积极 小 的 权 球 体 。 


图 1t.8.10.7。 


根据 11.8.10.5, 11.8.9.5 和 g> €(0(9)) 连续 这 一 事实 , 内 
要 证 明 在 OCE) 的 一 个 适当 的 凸 紧 集 上 能 找到 我 们 的 极 小 值 就 可 
以 了 。 AKER., Sf Æ — TS KE E o EE 
dq): FA 

A= (4€ O(E); d'(q) SK [AR dete q > dete go}, 
于 是 ， 上 内 要 证 明 4 是 8(E) 的 一 个 品 紧 集 ， 由 于 条 件 dete gS 
dete gos 根据 11.8.9.5 可 知 它 是 一 个 廿 集 ， 包含 KK 的 这 一 条 性 也 
是 成 立 的 : 

&(q) = {xE X: gle) « 1), Pa) {ee X; 4 (x) S 1). 

因而 如 果 Vere K, glr), g GO <1, 就 可 推出 

(Ag t (1 — 3)4) Ce) = Ag) + (0.— 24 C) KI 

以 对 于 连续 函数 用 广义 不 等 式 所 给 出 的 定义 可知, 集合 4 在 
PE) 中 其 一 个 闭 染 , 但 是 ,我 们 得 当心 , 因为 O(E) 是 ZNE) 
的 一 个 开 集 ; 然而 它 的 边界 是 由 退化 的 二 次 型 构成 的 ,于 是 
dete * = 0, 从 而 4 确实 是 一 个 闭 集 。 

最 后 征明 4 是 有 界 的 。 首先 注 MS 4(4) 2 K, 由 此 可 导出 
Z()-4(KUC-K)), RB-K 是 下 关于 原点 的 对 称 集 ， 还 有 ， 


—MÀ——.. 
因为 RR gU FUCK) N 2. 在 吾 上 安装 一 个 欧 几 里 
得 结构 ,. FR 6 > 0, 使 得 B(O,E)CA(KU(—K)), 如果 我 们 
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BA (s) > B(0,5), 2€ OE) 关于 所 考虑 的 欧 几 里 得 结构 的 
特征 值 1 ERU: Vi. a Sl feos 这 正 说 月 了 4 是 有 界 的 . 

在 15.5.9 中 我 们 将 要 用 色 11.8.19.7, 得 是 , 我 们 已 经 指出 过 ， 
它 提 供 了 3.2.5 中 介绍 过 的 第 三 种 证 明 方 法 (不 用 到 积分 理论 的 证 
明 , 因 为 桶 球体 的 体积 其 实 就 是 平常 的 行列 式 !1)， 

11.8.10.8 Hit. 设 G 是 GLUE) 的 一 个 紧 子 群 ， 则 存在 
Ge OCE). EG FARE, 

Bx hk, RYE EMER —-TAMIES À KE, K — G(H) 
ReírclVERUTH(Q EG. Hi (9) 是 包含 K 且 具有 级 小 体积 的 
PER. 这 一 ela) 在 任 一 g€ G FRE; BLE, 对 于 任意 的 
EEG, 按 作 法 ， g(tK) = K, TA giela) OK, 最 后 ， 

Elala) = EECa) 
这 是 因为 Vg, det g — 1 (EW, det (g*) — (det g)*, 致使 SG 不 
是 紧 的 ); 因为 具有 极 小 体积 的 酉 珠 是 唯一 的 ， 就 有 gela) = 
Pla) MMORE a Hf Vee G, g*¢ = 4, 

TESI BR AR HE CE KR, 

118109 命题 ， 设 1: 4 一 R RÉSEAU, f Bb 
在 女 的 一 个 端点 处 达到 它 的 极 大 值 , 即 

| sup, f= süpssuenuo f (参见 11.6.8), 

根据 11.1.8.6 和 11.6.8, 任意 一 点 ae 4 是 端点 的 有 限 重心 ; 
于 是 ， Ag M 一 SUPExtremc 4) fs 则 根据 11.8.4, Va € À, ig f(a) 
<M, 

11.8.10.10 附注。 命题 11.8.10.9 在 极 大 全 问题 的 具体 应 用 
中 是 十 分 重要 的 例如 , 它 在 博 奕 论 、 对 策 论 和 线性 程序 设计 方面 
AB: 见 [KE] 第 86 页 及 以 后 几 页 ; 如 果 要 找 的 极 大 值 那个 

”函数 是 凸 的 ， 只 要 知道 跑 数 在 Extrem (4) LAAT, Flan 
当 4 是 一 个 多 面体 时， 这 些 点 只 有 有 限 多 个 (参见 12.1.9)。 关 于 
这 方面 的 细节 和 例子 ,例如 可 参见 [KET À [R-V] 的 第 V dx. 
118.3 DSS AI, + 

1L&111 命题 , 设 /1 己 R 是 一 个 区 间 , f 1— 及 是 二 次 可 
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Ces. PRP SEE DE AR EG Vre 1, f(x) 20; 为 
使 了 是 一 个 严格 的 凸 函数 ,只 要 Vre L, f(x) > 0 BOT, 
eta, bel, > 
gl) = iG) — fla) 一 Ie) fe) (x — a); 


必须 证 明 在 [a,b] ke so, 然而 六 一 所 ,于 是 多 是 递增 的 ， 
因为 YY fla, 5] 上 = 处 取 零 值 (比如 说 & 在 = 处 取 到 极 小 值 ), 则 
在 < 的 左边 ,8 03 而 在 0 的 右边 g SO. FR. ehh ele) 0 
开始 递减 :然后 又 递增 到 e(2) 一 0, Kit g <0, 


图 15.8.11. 


,1L8112 推论 . Bi. A> RB OH, 这 里 4 是 区 的 一 
个 开 集 。f EPA DEA FE RS — Dy Soe 
FP): Xx X—R 
对 于 每 一 * 是 一 个 正二 次 型 Me XQ yy) m0, # 
Vre AMI Vy € XN0, P GO(y, y) > 0, 则 了 是 严格 凸 的 . 
事实 上 ， 对 于 任意 的 ,8€ 4, 只 要 应 用 11.8.11.1 于 函数 


+ 一 Ka t tb) BT. KAPRANI BY SASF F Ca + roD) Gab, 
ab), 
118.113 例子 . PRK — log x Æ Rt HER up, 因为 
(~ log x)” = 从 而 一 log (4a + d'a)  —2log a — X loga’(2, 
À 20,1+l= 1), H Flog 是 递增 函数 ,就 由 此 得 出 ; 
1L81L4 VE i+ 1 — 1 #1, >0, # 
Aa + d'a > gta 


* 56 ^ 


更 一 般 地 有 : 
118115 VHS 21,1129, 
之 La; = I a ai 
特别 ,我 们 得 到 一 个 所 谓 " 几 何平 均值 "不 等 式 : 
118.116 a,..e, < (at te) , 


因为 一 log x 是 严格 凸 的 ,等 号 仅 当 所 有 的 o; 都 入 等 时 才 成 立 ， 当 
ne 2 时 ,这 就 是 初等 不 等 式 e + b D 2 V ab, 

11.8.11.7 例子 ， 对 任 一 实数 p > 1, 函数 

Rf; sore REF RTM, REAM re oe = 
ier, Mind: 


118118 Ve,>0, Vii S i ] a > 0, E 
(> Lei) <E ue, 


电 此 推出 Hilder KEA: 
11.8.11.9 


Dm) (in^. 


其 中 
p>, stork 220, 0, 


3$ p 一 2 时 ,此 不 等 式 即 8.1.3， 4H, 11.8.11.9 要 困难 得 多 . 
为 了 从 11.8.11.8 HE Holder KEA, LARES A, & ky 使 得 
heap r;y;, Aah = kxf, > a; == L 


上 述 方程 式 的 解 是 w= (> jM) vts -(X est^. ie 


这 些 值 并 应 用 11.8.11.8 即 可 推 得 11.8.11.9, 
1181110 从 11.8.11.9 最 后 可 推出 : 对 任意 的 > 1, 


+ Jf « 


Ré, Caisse) S el?) ERS Li. R 

; = ^ 1 

们 必须 江 明 | 
11.8.131.11 ` 


(E le s)" «(xis (E a)” 


(Minkowski AAR); 此 不 等 式 可 以 下 述 计 算得 出 ， 其 中 我 们 两 
次 应 用 了 11.8.11.9: 


>» late ba, vile < (5 lele)” (> |x; + sley 
PAE Lan «(5 PM (3 la, + yl?) 3 
Sle + nt « CS Os + il Cas + xl) 
«(Sii sw) (ey 
十 (> Ilr) |. 
11.8.11.12 Bt, PREIE 11.8.11.9 和 11.8.11.11 今 天 已 是 
在 分 析 中 战 基本 的 不 等 式 ,成 它 们 出 发 就 可 以 定义 “LIL, SH”. 
对 于 共 它 的 一 些 所 谓 “同性 ”不 等 式 ， 例 如 可 看 [DE 31 & 46 
页 及 以 后 几 页 , IR-Y] 第 VIB RHP MBSR, Kl 
de To BRAD [H-L-P? 和 和 近代 的 [3-8], 
11.8.12 西 集 与 吓 函 数 的 对 比 
在 诬 .8.3 中 ， 我 们 已 经 看 到 了 西沙 数 和 山 集 合 两 者 之 间 的 一 
个 联系 .下 面 给 出 更 为 一 般 的 两 个 联系 , 但 不 作 详 尽 讨 论 , 读者 可 
S3 [EN] 98 54 页 。 
11.8.12.1 ÆRA, XE A LE frg BSB. i 
X—R 是 尾音 一 个 同 函 Sm. B Vx, VAL 0 有 flax) me FESP 则 
称 f 是 上 的 规范 ， 例 如 , 羡 上 的 范 数 是 一 个 期 范 . 
11.8.12.2 如果 f 是 一 个 规范 : 则 COA = tee Xe f(x) <1} 
是 下 的 一 个 凸 集 。 有 反 过 来 ,如果 CG Et EDR, LH ue, nj 
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> 


-rp 


lex) = infia; A> 0, x € AC] 是 一 个 规范 ,但 它 仅 当 5 一 一 C， 
即 当 C 是 对 称 时 ， 才 是 一 个 范 数 .5 的 边界 是 ra RATT 
fic 的 距离 函数 ， 

118.123 gi c 是 和 的 一 个 有 界 集 , 则 Ac =sup ((r1z): 
?yeE 苹 也 是 一 个 规范 , 称 为 和 的 支撑 函数 ， 

11.8.12.4 人 11.1.5 和 11.4.8 可 得 出 友和 大 之 间 的 关系 式 . 
ini c EARE, H 0E C, 则 有 fet = Rc. Act = fc. 

.8.12.5 ”一旦 一 个 规范 在 单位 球面 5 一 5(0, 1) E BO FR fel 
已 知 时 , 则 此 规范 就 被 确定 了 ;但 是 在 #8 一 hc 给 定时 找 出 C (YES 
上 ) ;一般 却 不 是 显然 可 以 做 到 的 。 妇 果 在 是 可 微 的 ,我 们 可 以 说 : 
C 是 当 : RRS IHE A, — {rE X: Gl0—1) 的 包 络 ,或 者 
说 C Hi 4 (1) 关于 5 PERS ERABUSS. HIER, h 
的 已 知 条 忻 就 是 我 们 称 为 曲线 Fr (C) AG Euler 方程 的 式 子 。 


图 11.8.32. 


11.842.6 ”支撑 函数 对 于 四 集 的 几何 研究 是 一 个 有 力 的 了 
A. 参考 文献 例如 可 看 [EN] 第 54 页 和 整个 第 WV 章 , [BU 1] 第 
工 章 第 6 节 ， 也 可 酒 11.9.14， 


119 & 习 


11.8.1 证明 Minkowski 加 法 福 足 关系 式 : 
(A+ B3-- C — A-- (B 4- C), 
LAUBE) +t C— (4r C)UC(B + C), 
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(AF) B) - € — (AF CODYCB - CX 

而 且 对 于 位 似 变 换 有 :: Heal A+ B) = Hal A) + ACB), 
Haal 十 ACA} DA a lA); 

何 了 时 等 号 成 立 ? 
119.2 ”对 于 有 界 尝 , 是 否 恒 有 diam (#(A)) 一 diam (4)? 
11.9.8 ix HT a 维 仿 射 空间 ,4 是 XxX 中 至 多 具有 4 个 连通 分 
MATE CA) 的 任意 一 点 是 4 的 4 个 点 的 恒心， 
11.9.4 Hilbert 斤 何 。 设 4 是 壮 的 一 个 内 部 非 空 的 紧 凸 集 .对 于 
À A A BEES UR à, ys A dlx, y) llog[x, Yo 8. 0], XX Hl ouo v 
是 直线 kx y) 和 4 的 边界 的 两 个 交点 。 证 明 :; ER 2, 加 上 
Va € À dlr, x) 一 0 米 定义 的 4d; dx 4—RE 4 LE—^ BB, 
证 明 这 个 庶 量 是 优异 的 【 参 
9944), 讨论 三 角形 严 
格 不 等 式 和 4 的 边界 点 性 质 
之 间 的 关系 。 有 关 这 一 几何 
中 的 面积 概念 ， 可 看 [B-Y] 
第 167 I, 
119.5 i&x BARAK Ti 
mio at ash], f; 下 5 是 一 个 
HA, WEVA: 车 对 于 性 意 山 

图 11.9.4. E 4. ICA) Heo, WEB 

ERRI. 

1196 BAER A, FEB — {(x, y}: rzlÓxz—1j,rnfn 
A= RAB 是 点 (0, 0) 处 的 一 个 星 形 集 : WE 11.3.6.3。 VBP: 
A> R gr 11.3.6.1 AUDE PA PE MAIRE: mh R h 69 M 4 
在 F FER. 
119.7. E ERA» 阶 方 隆 所 成 的 向 量 空间 , 计 且 K E EH XXE 
FLEUR (KAA PRAT E AU FR, BE (as) RE: Vi, fs ay 205 


Vi, D3 as = l; 3j Vi, Sla, — 1, ER KBE M+ ESE 
: i 


r $0 + 


体 . 并 且 它 的 珊 斥 恰 好 是 置换 知 隆 ， 即 失 阵 中 每 一 行 或 每 一 列 里 
RÉ TESTER HET I, 

11.9.8 TES —- A RGKUR. RAS ER — TI 
$. 

1199 在 肛 : 内 考虑 一 个 用 不 等 式 组 * S0,y S02 SIS 
xy 定义 的 闵 串 锥 CC。 证 明 由 方程 组 zx 一 4 一 工 所 定义 的 直线 
IF] C 是 不 相交 的 ,得 是 不 存在 含 已 而 不 与 C 祖父 的 平面 。 

11.9.10 Kirchberger 定理 . 设 4 和 8B8 蚌 4 维 空 间 X 的 两 个 有 
RE 若 对 任何 基数 为 d+ 2 的 子 集 Y, 总 能 找到 一 个 超 平面 严 
KOR ANY d BOY, 则 存在 一 个 是 平面 严格 分 离 二 和 B, 
11.9.11 Radon 4ti$ Helly, H AU == 1,---,7r) Rê hz, 
fÉ.jtrR > a+, 并 且 这 些 4, 中 任意 rr 一 1 个 具有 非 空 交 集 . 


HAI A, 也 有 有 一 个 非 空 的 交集 ; 设 me [AGI l 
E 


rh Hilfe dE RAD 0 65 A; ETE DY a = OILS] ux; 0, 4 2,0 


Fila, < t PARP BN By ARE HM Ede. 
11912 最 大 宽度 和 最 小 宽度 。 DCE —TRIUE, “HAE RR 
WOHER NAR I 11.5.6.3), C 洗 点 方向 的 宽度 的 上 di 
PARA CHERE, 记 作 D(C); ETAPE, 记 作 
d(C), 证 明 D(C) = diam (C), 其 中 diam (C) RC 的 直径 ， 

C 的 内 半径 . 记 作 r(C), ghe GC er AC 内 的 球面 的 半径 的 上 
aA. AH d 表示 外 围 空间 的 维 数 ,证 明 : 


E 2 为 奇效 , 则 r(C) m 
24 4 


À d BIS. M r(C) = axe . 


如 有 有 需要， 可 参看 [EN1] 第 112 页 一 114 页 。 这 些 术 等 式 是 否 基 
Hr nf EST rt 0 
11.9.13 Aa TR, AOR, QUE Ve, ve A.P WE 
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ET) « 1622102. jus ety, sete RTH VEI 第 
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119.14. RAR., 具体 计 算 球 Ba, r) E 一 点 的 支撑 函数 和 以 
原点 为 由 心 的 立方 体 上 一 点 的 支撑 疝 数 。 证明: 4 PRU 2 4Y HU 
E aA ABAZAN, 则 Minkowski THE 14 + BARR 
就 是 Ay 十 ag. 

11915 (RMT, AMIS HE jf: ARE 
AAR. GT PARE ARIBIRU— RE 4e 来 说 ,如 果 在 一 点 
a € A SE ACER SE ajr WW Ee 点 是 可 微 的 ， 由 此 借助 于 
11.8.10.3 推出 了 是 几乎 处 处 可 微 的 (利用 Fubim E), 

11.8.16 OMAR, ABR’ HA Meme. A— (x, 
y): #9 EZ}。 又 设 C 是 及 的 一 个 紧 凸 集 , 理 是 对 你 的 , 即 一 C 一 
C. 证 明 : an dtc 的 面积 (参见 9.12 或 12.2)7 满 足 eCC) > 4, Jl 
C D CANCO, 00) & SAIC AANTEEL 4 YEH 
‘AC Minkowski 定理 )。 推广 到 任意 的 4 维 空间 中 去 ， 再 从 Min- 
kowski 定理 推出 : ”如果 f(x.) = ax -b 2bxy + cy 是 一 个 正 
定 的 二 次 型 ， 判 别 式 D - ace 一 如, WERE IUS mS 


PTS TON). E ND, Ear TL SEE 3.5 


发 展 倩 况 。 可 看 一 本 很 出 色 的 书 [CS]。 也 可 着 [DE 3] 第 230— 

221 THA TLE}, 

11.9.17 GAS FX JLEB (EDS 2 [B] XA MERE OR 4, 有 

Is40X) 一 Isterem C X). 

119.18 1E 11.5.8 Jung 定量 和 11.7.1 Helly 定理 之 间 是 否 存 在 

一 个 关系 ? 

11.8.19 Kakatani 3/72, jiġ C, Alc, 是 再 个 不 相交 的 凸 集 , H 

rKC,UC: FH P; 表示 ixtut, Bro d Cr =j, 2). EBA SA 

RE DD C; RIT; C, 中 至 少 有 一 个 为 空 集 ， 

11.9.20 i, 使 4 关于 x ARICA xe XX 所 成 的 集合 NCA) 称 
* 62 * 


AV ZR REX PTE 4 的 核 ( 参 抑 11.12.43). E BH NCA) f8 nh 
的 。 研 究 若 于 个 子 集 4 的 核 NCA). 
119.21 Lucas 定理 . 设 P 是 一 个 复 系数 客 项 式 ， 并 用书 是 二 
导数 多 项 式 。 证 明 : TE X = € M. P 的 所 有 的 根 许 于 多 项 式 P 
的 根 集 的 本 和 包 络 ， 

若 P 是 三 次 多 项 式 , 且 有 三 个 不 园 的 根 , 试 汐 4， Bc; p39 为 
P 的 根 。 证 明 存 在 一 个 以 p。 g 为 焦点 的 椭圆, 使 得 三 角形 {4, 6, 
c) 的 三 条 边 相 切 于 此 椭圆 (如 有 需要 ,可 利用 17.5.3.5)。 
11.9.22 找 内 招 平 而 分 成 两 个 西 集 的 所 有 的 划分 ， 
11.9.23 Kritikos 定理 。 设 C 是 欧 几 里 得 空间 已 中 一 个 内 部 非 
空 的 紧 西 集 天 的 边界 ， 对 于 下 的 内 部 的 任意 一 点 mm, 用 R(m) x 
RA m Zo pups .包含 玉 的 最 小 球面 的 半径 。 用 rm) 表示 以 mm 为 中 
心 被 包含 在 天内 的 最 天 球面 的 半径 .证明 : 在 久 内 存在 唯一 的 一 
AR om. 使 得 差 Rm) — rm) 为 极 小 . 

TE: 对 于 此 点 ms 相 侍 的 外 接 球 和 内 团 球 分 别 至 少 同 c 有 
两 个 公共 点 。 
出 此 推出 ,对 于 亚 的 任意 一 个 紧 的 、 凸 的 可 微 超 平面 C, 至 少 
存在 这 样 的 一 点 ,由 该 点 至 少 可 以 引出 C 的 4 条 社 线 ， 
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第 12 章 多 胞 形 , 紧 凸 集 


这 一 阐 是 和音 要 的 ;由 于 在 前 面积 农 了 不 少 知 识 , 我 们 在 这 里 已 
能 证 明 许 多 困难 的 绪 果 。 多 胸 形 是 内 部 非 空 的 紧 多 面体 ; CNA 
PRED FUP LMS EP HS MARAE, 

WAP RLSMUMAMAR, 面 . 体 积 、 面积 .对 个 性 和 
标准 的 例子 。 

12.4, 12.5, 12.6 三 节 用 来 分 绍 正 多 胸 形 。 它 是 在 第 1 章 里 已 

见 和 这 的 平面 上 于 多 边 形 和 三 维 空 间 中 正 多 面体 的 推广 ， 尽 管 它 
AERA, {LEME FBO Aine Robs Seha; Et: 
ABRMIIZA HAM KTH ESM, AMES ARR A 
SLAP HA, 12.5 节 的 主要 内 容 是 正 多 胞 形 的 一 些 例子 ; 其 中 
有 些 是 很 容易 的 ,公公 是 把 三 维 空间 中 的 正四 面体 .至 方 体 和 正八 
面体 推广 到 性 意 维 空 间 中 二。 比较 困难 的 是 证 明 三 维 空间 中 十 二 
面体 和 二 十 面体 的 存在 性 ,在 第 1 章 中 已 经 指出 过 这 一 点 。 最 后 ， 
列 出 了 四维 空间 中 三 个 多 胞 形 , 其 中 有 两 个 是 相 兴 复杂 的 ， 

12.6 GME EE SRM DR: 结论 可 能 会 使 人 感到 仿 
外 ;不仅 二 维 的 情形 【无 限 多 个 正 多 按 形 ) GS]. c. X HG 
d 蒂 5 时 :事情 更 为 简单 。 那 时 ,只 有 三 个 正 多 胞 形 : 主 方 体 , 余 立 
方 情 和 正则 单 形 。 在 三 维和 四 维 的 情形 ， 既 有 十 二 面体 、 二 十 面 
体 , 叉 有 上 面 肖 绍 的 四维 室 间 中 三 个 正 多 胞 形 ; 所 以 三 维和 四维 的 
情形 是 例 首 的 。 有 闫 这 方面 的 内 容 ， 在 12.6.8 中 给 出 一 个 带 有 启 
AE M. 

12.2 节 证 明 Euler AX: 对 于 任意 一 个 三 维 多 面 体 。 gd 
RAR Rm GMM ST 2。 这 是 代数 拓扑 的 入 门 内 容 。 

12.8 PATER Cauchy 定理 ， 该 定理 表明 。 同 平面 多 按 形 
的 情形 扯 反 。， 三 锥 的 卫 多 面体 是 不 能 娆 它 的 接 塌 曲 的 。 过 是 一 个 
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AGE AR Fi , der of] MR GE i € E, 

RGEZYAAFLFAREAHEW: AMRERHEDE 
中 ,球面 具 育 最 大 的 体 株 。 为 了 得 到 这 一 结果 ,首先 必须 定 叉 紧 凤 
集 的 面积 ,而 在 9.12.7 中 我 们 已 经 注意 到 。 对 于 任意 一 个 紧 集 ， 要 
定义 其 面积 是 颇 为 困难 和 的。 在 了 这里， 解决 同治 的 美 键 是 理想 地 用 
FIL i AE LR, AK mop M SES IED de £ NE AS 69 ae kde RK 
A X dE MR, AA ET FAX EX MALE RME, BA 
À 9 APE LE AR AR SEE, 证明 只 有 球面 具有 最 大 体积 是 更 为 
He. 有关 这 一 问题 的 历史 发 展 情 况 的 参考 文献 ， 是 在 这 一 这 
中 博 续 列 出 的 。 

对 于 三 维 多 面 体 ， 我 个 人 认为 ,用 纸 (或 瑟 纸 扳 ) 儿 圆规 、 荔 刀 和 
AREA RAO 8 nA BHAA MH; 对 此 。 如 有 需要 ， 
可 大 阅 基 本 的 参考 文献 LWN]， 也 可 和 参看 [LP]， 

我 们 考虑 的 每 一 个 空间 X 均 是 维 数 为 有 限 数 & 的 实 仿 射 空 
fal. ER 12.1 HG 12.7 h, ŒX 上 都 已 安装 了 一 个 欧 几 里 得 结 
MJ. 在 12.4 节 中 维 数 为 2, 在 12.7 和 12.8 中 维 数 为 3， 


121 定义 ,例子 , 面 


1211 定 尽 ，X 的 一 个 凸 多 面体 是 入 的 这 样 一 个 子 集 , 它 是 闭 半 
空间 的 有 限 交 [参见 2.7.3); 一 个 多 胞 形 就 是 一 个 内 部 非 空 的 紧 凸 
多 面体 (参见 11.2.7)， 当 dim X = 2 时 ,一 般 不 说 多 胞 形 , 而 称 之 
HSU. 
1212 例子 

121.21 平行 六 面体 。 如 果 soos 是 一 个 单 形 , 则 平行 . 
六 面体 

P= fa + > ime; A;€ [0,1] vij 

E- -个 多 胞 形 (参见 外 12.4.2)。 
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ùs 


图 


A 


12.1.1.1 


12.1.1.4. 


Y. 


Fi 12.1.1.5. A. Holden, < 形状 ,空间 和 对 称 ?，CEDIC mk, 


Æ 17.1.1.6. Coxeter, “TENE d HE > OUST AP 


EH 12.1.1.7. GA. pH Luca Paccidi 长 老 * 神 家 的 比例 3 一 书 所 作 的 插图 . 
12.1.2.2 实心 单 形 ， 同 样 


d 
s- i» Ax. à 290,9] a=} 
+= 上 


也 是 一 个 多 胞 形 . 

12123 ”一 个 球 是 一 个 紧 凸 集 ， 然 而。 只 要 4 > 2, CHA 
EHE. 

12124 凸 多 面体 的 有 限 交 仍 是 凸 多 面体 ， 一 个 凸 多 面体 
和 一 个 仿 射 子 空 间 之 交 仍 是 此 伤 射 子 空 间 中 的 一 个 凸 多 面体 :如 
呆 此 子 空 间 同一 个 多 胞 形 的 内 部 相交 ， 则 上 述 结论 对 于 该 多 胸 形 
依然 成 立 ， 

12125 三 个 标准 的 多 胞 形 是 必须 党 所 的 : 

一 一 标准 立方 体 Cube {Case ara): Je | 和] Viel... 
d}, 

一 标准 余 立方 体 Cocs = {Cas ea): D jel <1h 


一 -标准 实心 单 形 Simps= [3,7 x: D) n=l, e> 
o vil; 
立方 休 和 余 立方 休 是 R* 中 的 多 胞 形 ,而 Simp, 是 及 e+ 的 超 平面 
He usted: Spa 十 中 的 一 个 多 胞 形 。 我 们 分 别 反 
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bk HA 79 23 a] rh i] Cubs, Coca 和 Simp, 相似 的 (参见 9.12.33 
SIR d BUH. RPV AKA HDB. RIT 
意 到 , 4 [= 2, RRR RIM. 2 Sok, 
立方 体 和 余 立 方 休 是 不 同 的 ;例如 可 从 12.1.11.2 8: 12,113 看 出 
这 一 点 


图 12.1.2.5. 


12126 对偶， 在 这 一 节 中 , XxX 是 一 个 欧 几 里 得 向 量 空 
fal; iz (a, PEN A 是 区 中 有 限 个 点 ， 且 Q = 好 (al * *. 04) 是 
Cdi usus BS SS, WUE OF, E] O RS EORR (CIR I, 11.1.5) 是 一 
^58 IB f IRA 0 € 8, 则 O* 是 一 个 多 胞 形 。 称 为 如 的 对 偶 . 

HEX: Q* 一 lex (a| x na) <1 Và, > D, Dy hi = 


ibs 内 而 0* = f [rE Xi (ala) SIS &— T DIE. 接 下 
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RER A 11.4.8 Ria. 

12127 fX. Cub, Hugs [BE E Coc,, Coc, # H f& E Cub,, 
TEE RIRES AN, CS RUE Ae DECRUR ER eI SHARES 
内 部 的 凸 包 络 全 体 之 间 有 一 个 恒 等 其 系 { 参 见 12.1.15)，、 从 而, 我 
们 证 明了 上 小 述 的 命题 : 

12.4.28 Bi. EX 十- 一 个 已 给 的 欧 儿 里 得 向 营 空 间 。 对 
于 任 意 一 个 多 胞 形 龟 , Ave ©, WW O* NN A T 0 点 的 
FBE, iE 8** = 0, Fi 8* 是 日 的 对 侦 . 


图 12.1.2.8. 


12.1.3 附注 
12.1.3.1 SEPRENE AT? 有 一 种 定义 是 这 
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Bi: 一 个 多 面体 是 紧 山 多 面体 的 有 限 并 集 。 我 们 注意 到 这 些 多 
而 体 不 一 定 是 凸 的 甚至 不 一 定 是 单 连 通 的 .在 某 些 几何 中 就 采 
用 上 述 的 定义 ， 例 如 可 参看 CHR]; 对 于 别 的 定义 和 其 它 的 观点 ， 


12.1.3,2.!. Wenninger, «S mikt o, ed oF ASE HA RAE. 


KH i2.1.3.2.2. Wenninger, «2 Bi tk Ez» OUR ASE MAR SL. 
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ln À LAV], [ST-RA], [ZN] 229 m. 

12.132 关 证 用 纸板 手工 攀 作 多 面体 及 其 形形色色 的 变 休 ， 
基本 参考 文献 是 [WN]; 要 花 好 几 个 钟头 本 能 制作 出 图 12.1.3.2.2 
中 的 多 面体 ， 

12.1.3.3 为 了 在 ?2 维 平 面 上 表示 3 维 , 4 维 或 者 维 数 更 高 的 
Sk, 可 采用 好 几 种 办 法 ; 例如 图 12.1.1.7, 12.1.33, 12.5.6.1— 
12.5.6.5 所 示 。 关 于 这 些 图 形 的 说 明 或 者 其 它 的 方法 , 参 若 文献 有 
LH-C] 83 145—147 页 , (CR2] € VII BAL(FT 2] BAG pi 中 
的 立体 摄影 望远镜 ， 


1214 注意 .为 了 很 好 地 领会 下 面 的 内 容 的 意义 。 很 重要 的 -- 
点 是 昌 明 腑 一 个 凸 多 面体 可 能 是 用 一 些 多 余 的 半 容 间 来 定义 的 ， 
ALBI 12.1.1.3; 也 要 明 逐 定义 它 的 范围 未 必 是 确定 的 , 甚至 在 半空 
闻 个 数 已 达 最 低 限 度 的 情形 亦 如 此 , 见 图 12.1.1.2. 

12.15 定理 (多 面体 结构 定理 )， 设 P 是 一 个 内 部 非 空 的 凸 多面 


体 : LHP = N R, 古 一 个 最 低 限 度 的 写法 ， 即 R, 部 是 闭 半空 
[E] Jf PARE TZ FE PREY m 更 小 的 有 限 多 个 闭 半 空间 之 交 , 则 
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G) 车 不 计 次 序 , 则 R; 都 是 确定 的 ; 

(i) SA RE X ORG) E LE Fr R, WNP BAA 
— 7 ASSES A OS ip. ERO PAU eS 2 — 2, M 
Bi HL) IGE Face; Pi 

(ill) Fr P = U Face; P, 


12.1.6 
约定 : DG RUE PEE as ES BK S 26 P = MR. 
时 ,总 是 指 最 低 限度 写法 . 
设 固定 i,P = 门 Ra 则 由 于 是 最 低 限 度 写 落 ， 改 存在 
res 
x€ PAR, UE a € P, HR 1124, Æ ym [a x IH, € PE RELY 在 
H, 中 属于 Hn P ROARS. BOG Ri 一 RAAR P= () Ri, KA 
FrP— |] | RAN Rj) | = LJ GNP) = |] Face:P, 


最 后 ;因为 所 有 的 A; 都 是 不 同 的 ,公式 《iii) RAR: 所 有 的 而 
都 是 作为 多 的 子 集 而 由 PP 决定 的 , R 自然 更 是 如 此 ， 


图 12.1.6. 


12.17 WF. MRP 是 一 个 多 胞 形 , 它 的 面 仍 为 多 胞 形 。 如 果 五 
是 芒 的 一 个 超 平面 , HNP = ,并 且 P 是 一 个 多 胞 形 ,。 则 HOP 
是 吾 的 一 个 多 胞 形 , HOP GMI HO Pace; P, 因为 我 们 可 以 
EP MALENE D aA, wA FRES: 

12.1.8 定 尽 ， 设 已 起 一 个 内 部 非 空 的 凸 多 面体 . 把 P 的 (4 + 1) 
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维 面 中 的 一 个 面 称 为 PP 的 万 维 面 。 其 中 的 面 基 从 P 的 (4 一 1) 维 
面 开 始 的 (k—0,1,---,4 一 1)， 一 维 面 称 为 楼 { 当 4 一 2 时 ， 
F0). 两 个 克 维 面 的 交集 如 果 为 (k — 1) 维 面 , 则 称 这 两 个 天 
HE EFA SB RY. 

现在 ， 读 者 想必 会 猿 到 , OM 11.6.1 的 意义 下 的 项 点 ; 
确切 地 说 : 
12.1.9 命题 。 设 PP 是 一 个 内 部 非 空 的 古 多 画 休 ; 则 

() B xe FrP, 则 所 有 带 有 包含 * 的 向 的 超 平 面 的 交集 与 P 
EA r 外 的 支撑 超 平面 的 交集 是 一 致 的 特别, 了 的 阶 数 为 a 的 
点 者 是 的。 维 面 的 相对 内 部 的 点 ;于 是 ,P 了 的 顶点 和 0 维 面 是 一 
BAY 

Gi) PHAN P A x e Sr aS. 

An 5 AO POOP MIE HE NÉ — À se, min 
R, ME P—=POR, 于 是 由 12.15 可 知 : 如 果 昌 不 是 Hi 中 的 
KT, MARNE, FST Gi). dn xe Fr PAS HER, 
MÆRE [ys 2]C Fr P, ifi x € ly, el, x 的 阶 数 大 于 0, 
121.10 推论 ， 设 和 是 欧 几 里 得 向 量 空 间 。 是 一 个 多 胞 形 ， 使 
#8 0€ €, WI OR] & HERES AANA AE RUE. 8* (9 关于 单位 球面 
的 配 极 。 参 见 10.7.11) 的 (d — & — 1) PHRASE XU 
下 :如 果 是 决定 所 著 虑 的 不 维 面 的 & 维 子 空间 , 则 确定 O* 的 相 
应 的 面 的 于 空间 Y* 是 了 的 所 有 点 的 配 极 直 平面 的 交集 ， 

从 12.1.9 和 11.5.3 即 得 推论 ， 
12.1.11 标准 的 例子 

12.1.11.1 ABS. LE (es) i010 HER BA — A 
范 底 。 因 为 标准 单 形 是 这 4 十 1 个 向 量 的 凸 包 络 ， 故 项 点 必 在 这 
4 十 1 个 点 之 中 .这样 EATA d 十 1 个 顶点 ,这 是 因为 采用 
的 已 是 最 低 陋 度 写 法。 同样 的 理由 ，({ er) -er 中 任 取 i 十 1 个 
元 素 组 成 一 个 子 集 , 甚 凸 包 络 为 标准 单 形 的 一 个 i 维 面 ,并 是 不 在 


在 其 它 的 ARM T. BID Mme (TT 4e JR. 每 一 个 均 


1 
l 
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是 正则 单 形 . 

12.1.11.2 标准 立方 体 ， 标 准 立 方 体 的 面 是 24 个 想 平 面 
tm tl G= l, d), 这 是 因为 其 中 没有 一 个 是 和 多余 的 (参见 
12.1.5), 但 一 个 这 样 的 面 是 (4 一 1) 维 的 立方 体 ,因而 Cubs 所 有 
的 面 都 是 立方 体 ， 一 个 这 样 的 却 维 面 可 如 下 具体 写 出 : 将 * 的 
d — k A ES ERR t+ 1, 其 它 坐 标的 绝对 秆 小 于 、 等 于 1; Bd 


此 立方 体 具有 (。) 2 个 维 面 ， 特 别 ， 它 具有 27 个 顶点 和 24 


个 面 ;这 24 个 顶点 是 (x1, tts + 1). 

121113 g th. ROME 12.127, 02.1112 和 

12.1.10 可 以 推出 : Coca R4 — IS RE IE UAE, FA, k SA 
, " ) Qua) ^. SIUE 24 PHA tess 这 里 Ces) 
ÉRÉER. Coc, 有 24 个 面 。 
12.1.12 和 甸 胞 形 的 江面 角 。 我 们 注意 到 , d 维 多 面 体 的 任意 一 个 
(d 一 2) 维 面 4, RAPA F, F 经 过 它 ， 事 实 上 ,利用 对 
偶 性 (参见 12.1.10), 这 归结 为 找 一 条 楼 的 顶点 , 而 此 被 作为 一 条 
线段 ,正好 含有 两 个 据点 。 


图 12.1.12. 


超 平面 和 F' 确定 了 X 的 两 个 单位 向 量 5, ,其 中 上 eS 
FERA FE FO, 因而 是 定义 好 的 ,# 也 是 如 此 ， 
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作 汶 定义 ,PP 在 (4 一 2) 维 晤 4 处 的 二 面 下 就 是 角度 EE € 10, aL 
WE d 一 2, ZE AMEH, M 4 是 P 的 一 个 顶点 。 
12.L13 命题. 对 一 个 多 胞 形 的 任意 两 个 面 ， 总 能 通过 一 连 串 相 
邻 的 面 把 它们 联系 起 来 ， 

WHER s, y €P.. Y EX HAA x 和 ?的 一 个 平面 ; y YP 
是 一 个 多 边 形 , 它 的 边 是 P 的 面 和 YY 的 交集 ， 于 是 ,问题 归结 为 在 

P 剧 一 个 多 边 形 的 情形 来 主 明 命题 ;但 是 , 如 果 上 是 一 条 边 , FRE 
售 焉 的 所 有 的 边 并 含 与 其 中 任 一 过 相 邻 的 那些 过 的 集合 , NF 
FrP 的 一 个 开 集 , 旦 又 是 闭 集 :而 Fr PP 是 连通 的 ，, 

12.114. 附注 。 当 P 用 定义 它 的 半空 间 的 显 式 方程 给 出 时 (其 中 
可 能 有 和 多余 的 半空 间 ), 具 体 地 研究 的 顶点 且 应 用 数学 中 一 个 年 
ERE (AW 11.8.10.10)， 与 顶点 研究 有 关 的 算法 方面 的 参 孝 
文献 可 看 [KE1 第 86 pi; [ R-V 1 EVE, 

12115 命题 。 一 个 多 胞 形 P 的 硕 点 个 数 是 有 限 的 ,P 则 是 它们 

AON, Rte, APS SASS RS BS UE. 

” 更 一 般 地 ,任意 的 多维 面 (A = 0, 1,---, d 一 1) 的 个 数 是 有 
康 的 ;因为 从 一 条 线 股 具有 消 个 端点 这 一 事实 出 发 ,利用 归纳 法 即 
可 看 出 这 一 点 。 对 反 过 来 的 情形 ， RJR es OA 
非 空 的 ;并 把 它 安放 到 由 它 生 成 的 子 空间 中 去 (参见 112.7); 在 它 
的 内 部 一 点 向 量化 X, 赋予 它 一 个 欧 几 里 得 结构 ， 并 考虑 多 胞 形 
Q* (参见 ,12.1.2.8); 根据 命题 的 第 一 部 分 , 8* 是 有 限 多 个 点 的 三 
包 结 ,因此 , 再 应 用 一 次 12.1.2.8。 BIER Q** = Q 为 一 多 胞 形 . 
12116 推论 。 Æ P EXTERE, HE ACX, Y), Hi) 
E KY) 的 一 个 多 胞 形 . 

12.117 推论 ， 设 了 ,98 是 两 个 多 胞 形 ;， 则 它们 的 Minkowski 和 
集 1P+ (1 — 200 仍 是 一 个 多 胞 形 NA (参见 11.1.3), 

P= &((a;)), O = #((4,)). HF 2P + (1 —1)0 是 一 
个 四 集 * 收 首先 有 
AP + (1 — 1)9 DP (a, + (1 — 1)8,)), 
但 只 有 * 


* 76 * 


LE 


IP -+ (1 —A)OCH( (aa; + (1 — 1}4,)), 
这 是 因为 : kp 3; Aj. 9 = > pub, 使 得 
Disl, S ml, a; = 0, p,  Ù ViVj, 


则 有 Apc mg = D Qna + (1 — 1)5)), 


从 12.2 $j 12.6 各 节 巾 ,X BR ULE HA HSL 


122 多 胞 形 的 体积 


现在 ,x 是 一 个 欧 江 里 得 空间 。 我 们 采用 9.12 中 关 十 体积 的 
记号 和 定义 .特别 ,多 胞 形 有 一 个 体积 . 
1221 HET, x 总 日 ,KK 是 再 的 一 个 紧 集 , 并且 CC 一 
PAL UKY 是 “以 x 为 顶点 ,KK 为 底 的 衣 锥 体 ”, 则 有 [: 


12.2.2 $(C) 一 = ` d(x, H)?g(K), 

事实 上 ,不 加 改动 地 沿用 9.12.4.4 的 证 明 即 可 . * 

1223 命题 设 P 一 【Ri 是 一 个 多 胞 形 ( 参 见 12.1.6), 4€ P; 
则 有 有 


2(P) 一 ; Y ala, H, Eu, (Face, P), 


T 


SIC B, RJE 12.1.5 (ui) AP = U d (aT Face, P). 市 


OP ( {a} U Face; P) Et{ {a}U Face, P) 
—E(c(larU(Face; PN Face, P))) —0, 
因为 Face; PN Face, P 是 被 包含 在 一 个 (4 一 2) 维 子 空间 肉 的。 
PR E LR) FADE, AA 12.2.2 即 得 12.2.3, 
1224 附注 。 在 练习 中 将 村 证 上 明 : 对 于 任意 一 点 ae X, 如果 用 
代数 距离 d'Ca, + DCR SLABS de, + 2,00] 12.2.3 依然 成 立 、 
这 里 ， d'(a, * xS AUT: 


d'(a, H;) —{ 


12.25 条 胞 形 的 初等 体积 ， 

TE SR A REA, RÉEL, 用 Lebesgue 测度 去 
定义 多 胞 形 的 体积 这 种 相当 初等 的 对 象 , 实 桩 是 代价 过 于 昂贵 ;至 
二 平面 多 迅 形 的 面积 , 莫 至 三 角形 的 面积 就 更 是 刀 此 了 。 Spits 
我 们 能 用 非常 初等 的 方法 证 明 : 

12251 定理 ， 冶 定 一 个 欧 几 里 得 空间 X 和 Xx 的 一 个 边 长 
为 1 BOSE 54K C, 由 存在 唯一 的 一 个 有 映射 中, EA P 的 集合 
He Ry 中 , 且 满 足 三 条 公理 ; . 

(VE D 对 于 X 的 任意 一 个 平 称 t 和 任意 一 个 少 胞 形 了 ,有 
PULP) = BP), 

(YE ID FERS P.O, PNO = Ø, HPU Æ 
一 个 多 胞 形 , 则 JB(PUQ) = Pt &(Q), 


a 


d(a, H;) “eae Ri, 
—4d(a, H) 当 at Ri, 


(VE IH) (C) = 1, 

证 明 是 初等 的 ,但 是 很 长 .一 个 很 好 的 参考 文献 是 1HR] 的 第 
2 章 。 关于 定 埋 的 证 明 应 该 注意 几 点 ; 首先 是 要 证 明 对 任意 选取 
的 一 个 5 © 必 应 由 按照 12.2.4 改写 的 公式 12.2.3 给 出 。 其 次 ,要 
证 明 这 个 公式 实际 上 已 提供 了 一 个 由。 满足 全 部 三 条 公理 。 从 
而 。 对 于 任意 一 个 fe Ie (X) 可 推 得 @(I(P)) 一 OP), i OH 
际 .上 不 依赖 王立 方 体 C 的 选取 (这 一 点 可 使 我 们 放心 了 )， 这 个 @ 
称 为 多 胞 形 的 初等 体积 . 

12252 (E UHR] 中, 我 们 能 发 现 许多 有 关 初 等 体积 的 有 趣 
内 容 ， 也 能 找到 许多 关于 (4 一 1) AUS AAA (参见 
9.12.7)， 关 于 初等 体积 ,尽管 它 看 上 去 保 简 单 ,然而 还 是 有 大 量 的 
MBIT HR, 其 中 之 一 是 著名 的 Hilbert-Dehn IB, NA 
题 的 背景 是 这 样 的 :读者 在 研究 证 明 12.2.5 时 ,将 会 看 到 其 中 有 分 
析 的 论证 :一 则 用 到 了 由 的 连续 性 ,一 则 ,为 了 证 明 一 个 单 形 S 的 
体积 等 于 二 x (高 度 ) x( 底 体积 ), TERS WOE WES, 
再 通过 求 极限 的 过 程 完成 证 明 ， 对 于 4 一 2 的 情形 。 没 有 这 个 必 
要 ,因为 一 个 平行 四 边 形 是 两 个 对 称 三 角形 的 和 , 于 是 , 我 们 可 用 


rE I (X) 代替 (VE D 中 仅 有 的 平移 ， 强 化 公理 (VED, 用 更 初 
等 的 方法 来 构 作 ©, PMB [HD 1] 第 292 vi, Hilbert 提出 的 


Hi 12.2.5. 


fn F: 和 中 两 个 体积 相等 、 维 数 大 于 或 等 于 :的 多 胞 形 是 不 
是 总 能 分 解 成 相互 等 下 的 一 些 多 胞 形 ?” Dehn 首先 对 及 中 多 胞 
形 作 了 考察 :他 证 明了 这 是 不 可 能 的 , THESE DL. Dehn 对 此 和 问题 给 
出 了 朋 确 的 判定 淮 由 .最 简单 的 反例 是 取 一 个 单位 立方 体 和 一 个 
{ARAM 1 AEDA (参见 12.1.2.5), 参见 [HR1 第 49—52 页 . 
spit, V- G. Boltianskii YE (Hilbert 58 — (Al ROY (John Wiley 
出 版 社 , 1978 后) 一 书 中 用 图 形 作 了 很 好 的 阐述 . 


12.3 多 胞 形 的 面积 


P= 门 R, 是 欧 几 里 得 空间 X 的 一 个 多 胞 形 ; 它 的 面 


Face, 了 分 别 是 欧 几 里 得 空间 HX 中 的 多 胞 形 。 因 此 它们 的 体 
BAM Eu, (Face: P), 从 而 ,根据 12.1.5 Gii), PEU XI Fr P = 
U Face:P 容 有 一 个 自然 的 (4 — 1) 维 体积 (参见 9.12.7), BH 


于 DS) La, (Face; P); 我 们 所 用 通常 的 三 维 空间 的 情形 , REAS 


胞 形 的 面积 ,以 免 老 是 要 写 4 — 1, 最 后 ,这 可 写成 : 
12.3.1 定义 . 一 个 多 胞 形 P = f R: 的 面积 , i PE UP), BE 


的 数量 UP) 一 S Ou, (Face, P G54 = 2 BE REAK. 


123.2 PF. 
如 果 了 是 XX 的 一 个 比值 为 的 相似 、 则 对 任意 一 个 多 胞 形 P， 


我 们 有 
SICÉ(P)) = pCP)., 


从 定义 和 9.12.3 可 得 出 此 结果 ， 

下 面 的 公式 点 明 :; 在 适当 的 意义 下 ， 一 个 多 胞 形 的 而 积 是 对 
于 空间 中 全 体 超 平面 方向 而 言 。 该 多 胞 形 在 这 些 超 平面 上 投影 体 
KOTSE, A TPE SR AR, VE RE x AU RE, HR 
趋 平面 ,并 且 p; X HBX SA EWEGSBER RIERA, 


* 80 + 


Cup) RRT H, AREE, WE EEx H A A i 
B. BEES = 5(0,1),5 RE X MAR, MER ECK) 是 天 
在 任意 一 个 使 5E H 的 超 平 面 豆 上 的 投影 p) AAR, 
利用 9.12.9.5 中 的 记号 ,就 有 : 

123.8 ”定理 (Cauchy 公式 )， 对 于 任 童 的 z > 2 和 任意 的 多 胞 
RP, 如 果 o RAS 的 典范 测度 (参见 15.3.7), 我 们 有 


UP) = (GG — 07 |. EGP De, 


HP 12.3.3. 


125.31 第 一 步 ， 现 在 取 定 一 个 点 < 3, 满 足 唯一 的 条 件 : Vi, 
SRH, REH, EPI 「 Ri 的 面 的 超 平面 ,我 们 预先 注意 到， 


由 这 些 § 所 组 成 的 集合 在 8 内 有 一 个 等 测度 的 补 集 ， 对 于 这 样 的 
一 个 我 们 来 证 明 D LCp(Face, P)) = 20 (pe(P)): 应 证 在 上 


述 图 形 中 该 式 显 然 成 立 , 即 如 果 不 计 零 浏 度 集合 , 那么 PCP) ALE 
意 一 点 恰好 是 Fr (P) PADRE FORA, Re: X 一 日 , 并 
Hee (a), , ` . 

AT RITE COC) = CP), V y € p(B); D WEA 
PONE & BAI p^! GO) ARBAR 28 — Ide ER BE 
而 且 它 的 边界 恰好 有 两 点 . TER se P: 如 果 pG) = y, WER, 
SP. 存在 *e p(P), 使 每 ye [zy xL, 且 对 于 任意 的 we p(s), 
根据 11.2.4 Are pO Ns, u1eP, 

12.3.3.2 2#., YTE PH, et u e SER n € HE, 
根据 9.12.4, &(pe(Face, P)) = | (2| ;)| + Cu, (Face; P), 于 是 ,由 
11.3.1 就 有 


N (pe(P))o 一 if (X Sp; (Face; P) JI (slu)lo 


2 Es 


= i 之 [en (Face, P) | lelle]. 


然而 ,对 于 任意 一 个 单位 向 量 ws 有 
f lw ie = 2804 — 01 


这 是 一 个 十 典 的 公式 ,用 微 积 分 就 可 以 证 明 , 参 见 12.12.19, 但 是 ， 
不 用 微 积 分 也 可 证 明 如 下 : 因为 在 等 距 变 换 下 是 不 变 的 ,所 以 ,这 
是 一 个 与 所 无 关 的 数量 (4). 应 用 12.10.4.1 就 能 找到 (4). 

公式 12.3.3 有 其 独立 的 意义 ;此 外 , 我 们 在 12.10 中 用 它 来 定 
文人 尾 总 一 个 紧 凸 集 的 面积 。 
12.3.4 HH. th Minkowski 所 解决 的 一 个 令 人 也 目 的 问题 是 : 
当 各 个 面 的 体积 和 方向 给 定时 ， 确 定 这 个 多 胞 形 。 对 此 问题 有 下 
列 很 好 的 文献 : [LU], [AVI fH [PV 17. 
12.3.5 ”关于 多 胞 形 的 Steiner-Minkowski 42, 

设 P 蚌 一 个 多 胞 形 ; 我 们 记得 

B(P, 1) = Ix € Xi; d(x, P) x AKA€R,). 

我 们 打算 研究 体积 (8(P, 4)) 和 它 在 4 处 的 性 状 。 下 面 两 个 图 


* Bis 


形 说 明 ; Mae 284.80] BCP, 2) 包括 三 个 部 分 : PAË:EP 
的 各 边 上 枸 作 的 高 为 1 的 矩形 的 并 集 ; 半径 为 4 的 一 些 厦 形 的 并 
H, (KO P) 的 定义 ， 第 二 部 分 的 而 积 为 之 Aa, (Face, P) 一 


WP), 为 了 计算 第 三 部 分 ， 我 们 把 这 些 肩 形 通过 HEB UBI 
DRE, MTD BH LR BI. DEAE E 4 2 a 
《参见 9.12.44) MAR- EA SE BUE E ro RT AS LE F 
成 立 * 天 此 就 有 . 
£( B(P,A)) = VCP) + A(P)à + wa, 


图 12.3.5, 


当 4 一 3 时 ,可 见 BCP, 2) 自然 地 由 4 个 部 分 所 组 成 : PAB: P 

SA TOI AE RS A 的 直 平 行 六 面体 的 并 集 ; 扇形 与 被 的 下 
BRAS; 以 及 其 并 恰好 是 整个 球 的 球 块 。 第 三 部 分 的 体积 

79 V. 上 上 述 粗略 的 设想 ， 可 形式 化 地 归结 为 下 述 鬼 命 题 和 它 的 证 

Hj, 

12.3.6 命题 。 对 于 任意 一 个 4 维 多 胞 形 P, 伴 有 数量 SP) € R1 


* 435 


(i= 0, li. d), 使 得 
WaeRt, £(B(P, 2)) 一 $3 £P), 
f-0 

此 外 ， 

VP, LP} = E(P}, EP) = UP), EaP) 一 (4). 

12.3.6.1 ib» € PHO eP, HB dlr, y}—d(y, 
P(A 11.1.7.1), M 9.2.2 和 11.6.2 的 证 明 推 出 : 对 于 任意 的 
29, RIVE d(x-cAxy, P) Kd(x, y). 如 果 CN- 是 点 zeFrP 
处 的 一 个 靶 锥 ， 置 5; = CNNS(0, 1), 它 是 下 的 单位 球面 上 的 
一 个 子 集 ( 参 见 11.6.2) 5 据 前 所 述 ,恰好 有 

B(P,A4)NP = |] Les x + 28], 


xEFe 
£e. 


Æ 12.3.6. 


12.3.6.2 xf x6 FrP, Hu, AEH, HE 
Q, = ix € Fr P: olr) =s} (1 0,1,-°-,¢—1), 


! B4 « 


这 就 是 说 , 0; 是 了 的 i 维 面 的 相对 内 部 的 并 集 : 参见 12.1.9, 08 
Tiíz-0,1.:.::,4—1,- 4 
B4) = UU [zx 十 外 


FED; SES, 


Ba HE i 
B(P, 1) = U 84), 


这 样 得 到 了 BCP, AP 的 一 个 分 解 , 从 而 
$(B(P,4)) = CP) + $1 ECB), 
Pup 


12.3.6.3 更 在, 特别 应 该 注意 , 当 * 在 一 个 给 定 的 面 了 的 相 
对 内 部 F^ LEUR EUfÉ.fE CN. 是 不 动 的 ,因此 S. 也 不 动 ; 从 
而 可 记 之 为 $F 并 令 Dr = M (0,41, CN. Aa x poB prod 


平面 所 决定 ,而 当 * UFU 从 它 的 面 是 不 会 政变 的 , 由 此 可 有 前 
面 的 做 法 ， 
如 果 才 是 一 个 给 定 的 ; 维 面 , 则 有 下 面 的 等 式 
U U fe. 2+ 16] = F° x (10, 2182), 


其 实 ,在 这 里 用 到 了 一 个 等 眶 和 直线 的 下 交 直 积 ，。 

应 用 9.12.3 中 的 两 个 例子 ,我 们 有 

LCF" X ([0, 2135)) = €CF ELLO, 14]Sr) 
= OCF LCDs) A", 

这 里 体积 全 CF), (Dr) 分 别 是 在 使 它们 有 意义 的 # 维和 (4 — D 
维 的 空间 中 考虑 的 。 

12.3.64 ”用 多 表示 了 的 全 体 i 维 面 的 集合 。 由 前 所 述 可 知 : 

9(B,(1)) = Cat P ATT 


R. 
GaP) = >; CCF (De), 
Fed, 
BIS 5 = 4 一 1 时 ,内 为 Dp = (0,11, A 
&(P)— >) ECF) = AP), 


Fe¢ 


° 85 « 


34i = 0 时, 前述 内 容 和 11.6.2 表明 : 
U 3 一 3 或 者 U De B(0, D, 因为 亚 是 一 个 点 并且 CF) 


ato 
1, 芍 由 此 推出 84(P) = e(BCO, 1) 一 (4). 

在 120,6 中 。 我 们 要 用 到 下 述 命题: 
123.2 命题。 已 给 as《X 和 > 0， 则 在 包含 于 B(a,?) 内 的 
SR LE, RÉ SC.) 是 有 界 的 ， i 

国定 一 个 4 之 0, 则 有 BCP, CBU, 1+ r) 以 及 人 (BCP， 
1)) & Aa HF AY, 因为 

e(B(P, 1)) = D) LP} s 8(d)Cr + i1)? 


eaP) « su) CED, 


123.8 注 ， 现 在 ,我 们 可 以 来 阐明 在 9.12.7 halt S BU PR HE E 
想 了 ， 在 给 P 涂 当时 ,我 们 若 除 上 厚度 很 小 (为 1) 的 均匀 的 一 层 ， 
则 在 略 去 不 计 2, 28v … 等 项 时 ,体积 应 为 &(B(P, 1)) — E(P) 一 
WP): 从 而 油 潜 的 总 量 必定 同 面积 UCP) 成 比例 。 在 12.10.7 中 ， 
我 们 将 继续 这 一 讨论 ， 


124 E $ x X 


在 这 一 节 和 下 面 两 节 中 ,XX 是 欧 几 里 得 仿 射 空间 , 4 表示 它 
的 维 数 。 在 本 节 中 4 二 2, 


本 节 很 简单 ,是 为 任意 维 正 多 泡 形 的 定义 作 准 备 的 . 
1241 定义 。 若 多 边 形 的 各 边 长 度 相等 , BE figa, 则 称 为 
EXE. 

上 述 两 个 条 件 都 是 必要 的 。 很 据 10.5.2, UR” 表示 多 边 形 


EAR MARRS RS ETE. n 


* $6 + 


<7 Dp 


E] 12.4.1. 


12.4.2 命题 。 对 于 任 一 整数 # 25, RET LES UR. 
两 个 边 数 相 等 的 正 多 过 带 必 是 相似 的 。 

为 证 存在 性 , Ex (et. R= 0,1, — 1) C = RI Rl 
可 。 为 在 不 计 相 似 差 别 的 每 忻 下 证 得 唯一 性 ， 根 据 93.6.2 可 假设 
P= Pla) P = (ai), 具有 公共 边 0 m ais m aii E Pa- 
Pea (as a) 决定 的 同一 个 半 平 面 内 。 则 由 角 相 等 和 边 相 等 
的 条 件 , 推 出 a= a AAAA P = P, 
12.4.3 公式， 根据 12.4.2, 每 一 正 多 边 形 内 接 于 一 个 贺 : ite 
的 圆心 为 多 边 形 的 中 心 ; 如 果 r 是 此 图 的 半径 , : 是 各 边 公 共 长 
EE, ME 


Intra | 
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为 了 把 正 多 这 形 的 概念 推广 到 任意 维 酸 形 、 引 人 一 个 多 按 形 的 稳 
ER GCP) 一 Isp(X) (参见 9.8.1), FEA: 

1244 命题， 一 个 多 按 形 了 是 正 多 边 形 的 充 要 条 件 是 G(P) 关 
于 序 对 (x， F) EWEN, BEG, F) 是 由 了 的 一 个 顶点 x RIP 
的 一 条 合 * AR FBT 


ss 


DM, REHAR (eve 多 边 形 容 有 一 个 HZ, TF 
顶点 可 迁就 够 了 ; 然后 , 我 们 就 可 把 问题 归结 为 {x, F), (x, F) 
的 情形 可 以 研究 ， 这 时 或 有 了 一 F, RA FSF, fel thii 
To ATAL (0, x) WI F ARE] F' E. 并 使 * 保持 固定 不 
zh. 

充分 性 ， 因 为 GOD APARER. MARÉES, HE 
Ase a th BT EAD. MO ENS. 

12.4.5 根据 12.1.12, 24 x € FIRES (xs F) 共有 282 个。 从 而 
根据 9.6.2, 我 们 有 # G(P) 一 2x。 该 群 的 结构 在 1.8.3.4 中 已 作 
过 研究 , 它 是 半 直 积 Z, x Z 或 者 是 二 面 群 E. 参见 0.2, 

12.4.6 几何 结构 。 当 * 一 6 或 # 一 10 肘 ;几何 结构 如 图 12.4.6.1 
和 图 12.4.6.2 FER, Me — 3 Re 一 5 时 ,几何 结构 当然 可 从 # 一 
612 = 10 的 情形 推出 。+# — 5 的 情形 是 常常 遇 到 的 , SRE 
五 边 形 , 或 要 用 纸 制作 正 十 二 面体 (参见 12.5.5)， 甚 至 要 制作 足球 
(E 12.114}, 都 必须 充分 了 解 这 一 情形 ， 


Al 12.4.6,1, 图 12.4.6.2. 


如 果 我 们 会 作 一 个 边 正 多 边 形 , 则 我 们 也 能 作出 一 个 29 这 
ESA, DOSJH ÉLRORUBPRBU SI /EIB PRERGSEZ ER, RRA 
WEE: 边 形 是 一 个 有 趣 的 代数 问题 ,已 被 Gauss 所 解决 。 实际 
EUER n WE REE n= 2'n,--n, 的 情形 ， 这 El n E 


BAAN Bois, = 2" +1 BRR, % a Rt Ain FI 
2v 十 1 是 一 个 素数 ,这 是 至 今 沿 未 解决 的 一 个 数论 的 问题 ; 我们 
知道 Fo 3, F5, F,= 17, Fe 257, F,— 65537 REZ 
数 ,而 这 些 就 是 仅 知 的 为 素数 的 F。. 我 们 还 知道 , 对 众多 的 4 值 ， 
Fe 不 是 素数 ， 有 一 个 猜测 : 作为 素数 的 Fa 的 数目 是 有 限 的 。 关 
于 这 些 称 为 “Fermat 数 " 的 ,可 看 [HA-WR] 第 14—15 页 . 
FoF, 的 情况 网 图 12.4.6.1 和 图 12.4.6.2, 36 CP E E IE 17 
边 形 或 边 数 更 多 的 正 多 边 形 ， 关 于 Gauss 的 络 果 的 证 明 ,， 可 看 
iLB1] 第 110—153 页 ,或 更 近代 的 参考 匡 [SW] 17 €, 


125 正 参 胞 形 :定义 ,例子 


尽管 三 维 情形 状 忆 米 很 简单 ， 但 贾 定 义 一 个 正 多 胞 形 是 并 不 
容易 的 (有 时 也 称 之 汶 正 多 面体 ); 必须 加 
上 相当 强 的 条 件 。 为 了 体会 这 一 点 ， 读 者 
可 以 试 试 自己 来 给 出 定义 , 或 可 和 参看 
12.12.7; 也 请 参看 古典 文献 ,诸如 [FT 2], 
ECR 2], [HD 2], 读者 可 对 这 些 文献 作 DE 
论 性 的 研究 。 合 适 的 定义 是 受 12.4.4 8 3 图 12.5.1, 

发 而 来 的 。 | 
125.1 EX. iig — 1 aH SIP. d CIR (Fo, Fa "ts 
F,,) 由 P 的 使 FC Fin 49 ¢ STE F, 构成 Wi 一 0, 1,-::.d—2, 
则 称 (Fo. Fue. Fa MPA, mR PH BE  G(P) = 
Isp (X ) 对 于 PP 的 所 有 的 旋 都 是 可 迁 的 ; 则 称 P 是 正 多 胞 形 ， 

关于 更 儿 何 化 的 定义 ,参考 12.127, 
125.2 推论 在 12.5.2 中 ,假设 P 是 一 个 正 多 胞 形 ， 

125.21 的 顶点 系 的 重心 0 称 为 P 的 中 心 ，0O GO) 的 
不 动 点 ,这 是 因为 GLP) 关于 项 点 是 可 迁 的 , [B ifs BUE RE mos fr 
Eo 为 中 心 的 一 个 球面 上 。 称 紫 款 面 为 王 的 外 楼 球 面 . 

125.22 的 每 一 个 i HE 2,--,4— DR. ; 
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维 的 正 多 胞 形 ， - 

125.23 WF, F 是 已 的 两 个 相 邻 的 面 《 参 见 12.1.2), HE 
HEA FOF A PARDON ERA. BO H — (0, FN 
F^), 则 对 称 wp FE FREY E ER oF) 一 FE. 

125.24 ”如果 在 P 的 中 心 9 处 向 量化 及 , xr gx P* 
【参见 12.1.2.7) 也 是 一 个 正光 胞 形 . BATA GG) = GP), 

事实 土 , 群 G(P) 以 0 为 不 动 点 ， 故 保留 极 性 ， 因 而 从 12,5.1 
和 12.1.10 即 推出 我 们 的 断言 。 

12.5.2.5 gf GCP) 在 P 的 总 上 是 单 可 迁 和 的 ， 事 实 上 , 在 一 个 
旗 和 了 上 都 可 以 利用 归纳 法 唯一 地 构造 一 个 标准 正 交 标 架 ， 特 
Bl, + GCP) 等 于 已 的 旅 的 个 数 。 


图 12.5.3。 图 12.5.4. 


1253 ” 正 多 胞 形 的 星 形 集 | 

12.5.3.1 设 己 是 一 个 以 @ 为 中 心 的 正 多 胞 形 ,* 是 P 的 一 个 
顶点 。 如 果 4 是 F hex 的 一 条 入 (参见 12.1.8), Xl» BRR. 
SHA. BER GO) 关于 序 对 (+, AD, x € 4 是 可 入 的 , 由 此 推出 
己 的 所 有 顶点 都 和 ?一样 属于 同一 个 与 区 正 交 的 超 平 而 H.E 
EP OH T AE RUE DRE y 作为 顶点 , 但 其 (i 一 1) 维 耐 是 
PAG x 85 i BIA AAD Zee. VOS GCP) 在 疡 的 旋 上 是 可 迁 的 ， 
AACA © 作为 出 发 点 的 旋 土 更 是 可 迁 的 ， 上 这 论证 正 表 明了 
GCP) XE P Y Big LH EE, 
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12.5.3.2 ŒÆN. UM ERQIES RY PES E 处 的 是 
We, idfE Et, P, 或 简 记 为 EtPt 因 为 所 有 这 些 星 形 集 都 是 等 E 
的 )。 

12.5.3.3 ”前 述 内 容 和 1.5.5 表 阴 : 

+ G(P) = + G(Et P) xX (F AMRAH. 
12.5.4 一 些 简 单 前 例子 

12.5.4.1 正则 单 形 Simp, 的 旋 的 集合 同 Ce ETE 的 d 元 
组 《en seu) 之 间 有 一 个 双 射 。 但 是 : 总 存在 (参见 8.2.7) 一 
个 元 素 Fe Ole + 1), 把 (cs eu D PRED Cos uu Es 
并 且 使 最 后 一 个 元 素 Cia PR eu. Br. f € G(Simpa); 此 外 ， 
TEX HA G(Simps) = Sai. KH San RE {l'ra d +1} 的 双 射 对 
ARE, Hey. Et(Simpa) 是 一 个 正则 单 形 ; 

Et(Simp,) = Simp 

12.5.4.2 立方体。 利用 关于 坐标 超 平 面 的 对 称 , 我 们 可 以 投 
出 福 顶 点 ( 主 1, -3 £1) ER Cub, B5 SERB CAS DIE, 12.1.11.2). 
Ai, RAGA G (Cubs) 存 包 含 一 个 已 给 顶点 的 底 上 是 可 迁 
的 ， 为 此 ,我 们 考虑 正 立 方 体 C 一 [0, 1]*c- R* ES Cub, 是 祖 似 
HU. WE x — (0, 0,-++, 0) EC 的 零 顶点 ; 含 *x IURE ER BE [0, el 
(i = 13-753 2), 3X HL (che Æ R^ RIE, KEEL aA x 
的 旋 的 集合 同 Simp... 的 旗 的 集合 之 间 有 一 个 双 射 。 并 且 ， 由 于 
6G (Simpi) C G(C), 我 们 已 证 明了 Cub, 是 正则 的 但 这 时 ， 
Et(Cub,) = Simpa. 也 是 正则 的 ， 

为 了 决定 群 G (Caba), 首先 由 12.5.3.3 和 12.5.4.1 看 出 : 
# G (Cubs) = 2^- dt, 但 是 ,我 们 知道 6 (Cuba) 中 一 个 有 24 
di PERET., MEN dt A ees EURO. 24 次 坐标 变 号 所 构成 
NTE. KMART. CEP LER, 

12543 Sy. FAM, M 12.12.7, 12.1.10 和 和 
12.5.2.4 ERA WK Coc, 是 一 个 正 多 胞 形 ， 并 且 它 的 群 就 是 
Cube 的 群 。 可 以 利用 对 贪 性 ， 也 可 直接 确定 E:(Cocs): 设 。 是 
Cac, RAR ME e, 的 楼 为 线段 Le, te] (im 2,066, 4), 这 


+ ts 


图 12.5.4.1。 Ets 由 -构成 图 12.5.4.2。 Ee, 由 - 构成 
Et, = Simp. Et, = Simp,, 


El12.5.4.3. Et, 由 .构成 


Et, = Coc,, 


SHAR Et( Coe) = Coca 

12.5.5 “三维 空间 中 较 难 的 例子 。 418.34 中 ,我 们 已 经 指出 ,下 

十 三 面体 和 正二 十 面体 的 存在 性 不 是 很 显然 的 ; 我 们 下 面 给 出 此 

存在 性 的 两 种 证 明 。 我 们 预先 注意 到 ， 正 十 二 面体 和 正二 十 面体 

是 彼此 对 侦 的 ,从 而 ;从 其 中 一 个 的 存在 可 推出 另 一 个 的 存在 . 
12.5.5.1 几何 方法 。 基 本 想 菠 是 注意 到 , 很 定 正 十 二 面体 在 

在 的 话 ,我 们 可 以 在 它 里 面 肉 接 立 方 体 ;我 们 将 反 过 来 证 关 在 一 个 
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立方 体 上 总 能 装 工 着 于 正 五 边 形 ， 使 之 形成 一 个 正 -二 面体 : E 
12.5.5.1, 

1255.2. 2|, į} F, F', PF REPASHER WH. 则 
可 在 它们 的 一 个 公共 顶点 * 处 ,党 它们 的 公共 楼 4, 4, T CE 
们 连 镑 起 来 ， 这 样 形 或 的 图 形 是 刚 竹 的 ,换言之 ,在 不 计 等 虐 差 别 
的 条 件 下 是 唯一 的 ,图 12.5.5.2 中 的 直线 (+, y), xs yds xs Y"? 
是 两 两 正 交 的 . 

最 简单 的 办 法 是 利用 球面 三 角 ， 连 结 的 可 能 性 等 价 于 存在 一 
个 球面 三 角形 ,使 其 三 条 边 部 等 于 一 个 正 五 边 形 的 角 , 即 77 (参见 
124), 因为 3 x 2 < 22, 根据 18.6.10, 我 们 的 球面 三 角形 是 存 
在 的 ,从 18.6.13.10 BERETS POP BOE tE, 


TUEUR (x. yd. Cx. yD MIELE SIP: AMEN, 
对 图 形 中 的 三 点 ys 337s 因 s 2) LM 平行 ， 而 (2, i) 与 4 
ES (lin, A re = rr P ea xD. HO Cy, ep 4d (2, 5). A 
是, 关于 AY BEES BALM H FR ou EE = TG A (y, 2, 20) FA 
(y, x, y), ZEATE, 

至 此 ,我 们 可 以 注意 到 , 由 12.5.5.2 MAMA 04, 已 经 有 了 在 
在 性 的 一 个 不 赤 完 整 的 解答 ,这 就 是 礼 F, F FU 连结 起 来 ,然后 
FHE F, — eyl F”) RR F, FES, 依 此 类 推 ; IX A REGAL s 
模型 的 万 法 ;但 是 , 还 须 证 时 的 是 : 在 连结 到 最 后 时 , 整个 图 形 确 
实 是 封闭 的 ,这 一 点 完全 不 是 显然 的 ， 

为 此 :只 须 注 意 到 : MEMS x 的 立方 体 C D Du] 
根据 图 12.5.5.1, 可 在 自 * 引出 的 C 的 三 条 楼 A, 4, A BEL 
ZALKA F, F’, F”, 这 是 因为 12.5.5.2 表 明了 人 《x,y》, (x, 
WD, Cas y EEES, 且 具 有 相同 的 长 度 ， 杆 迁 , 利用 立方 
fk C 关于 各 面 的 趋 平 面 的 对 称 ,就 可 构 作 一 个 正 十 二 面体 , 它 的 而 
DIETTERLE, STAHRE- DEt TEk, In 
Hi 12.5.5.2 中 的 刚性 就 行 了 ， 因 为 刚性 表明 只 要 我 们 知道 了 一 个 
从 和 谈 面 所 决定 的 ,该 十 二 面体 所 在 的 那个 六 空 冲 ,如 此 构 作 的 十 
二 面体 就 是 唯一 的 . 
12.5.5.3 ”代数 方法 ， 我 们 具体 构 作 一 个 正二 小 面体 如 下 ; 其 
导 想 旦 在 一 个 正八 面体 (三 维 室 间 中 作 立 方 体 的 管用 称呼 ) 的 楼 上 
RE 12 个 顶点 使 之 构成 若干 个 等 边 三 角形 RE ERE ESR 
可 能 做 到 的 .遗憾 的 是 ,把 20 个 全 等 的 等 边 三 角形 每 五 个 每 一 
个 地 连结 起 来 所 形成 的 多 胞 形 必 有 是正 多 乃 形 这 一 点 ， 全 然 不 是 显 
然 的 ;因为 ,把 以 x 为 公共 顶点 的 5 个 等 这 三 表 形 连结 起 来。 并 不 
能 如 同 在 12.5.5.2 中 一 样 ,保证 在 不 计 等 中 的 意义 下 的 唯一 性 , 我 
们 得 到 的 是 一 个 可 以 随 训 弯 偶 的 图 形 。 正 其 同 边 长 相等 的 平 画 nm 
WEITERE: 当 > 3 时 , 它 是 可 变形 的 。 在 12.8.6 节 ,我 们 
还 会 讨论 这 些 问 题 ， 

因此 ,必须 证 内 我 们 的 二 十 面体 的 正则 性， 振 前 所 述 RATE 


LE 


E] 12.5.5.8. 图 12.5.5.4. 


EPRI nO, Ar. 60. (E 1,0, t c. Cr, £1,0) 8+ 
二 个 顶点 ， 这 里 7 是 待定 的 。 从 顶点 (0.1.0) 出 发 ， 它 到 其 它 
SAT (r.— 1,0), (0,7, +1), (1, 0, 土 7) 的 距离 有 取 2 和 
V2 一 2r 十 2 这 两 个 值 , 收 可 推出 7 应 取 的 值 为 


V5 +1. 
2 


12554 ir = r+l, T> 0, 划一 一 


Witt. Hr, 1, OMLASPABRSEH, ME MT 
A, MATE but XUNG FLTuSHEBISEE SEA —-TETIM 
点 可 迁 的 等 距 群 : rh ARATE ER RAR T nb Bde i BT ER HI 4E 
RERE). 

WARNER E, 5A (rs — 1, 0), (0, z, + 1), C1. 0, 
十 MSE re ty — tr = 0 上 ; 市 由 此 可 推 知 这 五 个 等 边 三 
角形 连结 后 的 刚性 (图 12.5.5.4]， 因 此 ,其 轴 过 一 个 预 点 的 = 阶 旋 
转 保 持 我 们 的 二 于 面体 不 动 。 这 样 的 旋转 再 加 上 前 丰 的 群 ， 就 构 
ux SHE ERI—T BIER. 

12.5.5.5 (KW 12.5.1 ZE Yr fk (E 1, tl. + 0) 上 构 作 的 
十 二 面体 的 坐标 ， 当 ft 如 12.5.5.4 中 取 定 时 ， 人 分别 为 0， + rt, 
Tocrokg.0.-—xT).( 07, 7,0), 读者 容易 验证 这 一 事 
Sc, RAGS EER 12.5.5.1 yay, 
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-图 12.5.5.6。 


图 12.5.5.7. 
H. Weyl, < 对 称 *; 普林斯顿 大 学 出 版 社 ， 
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12.5.5.6 二 十 面体 群 。 根 据 12.5.3.3 A1 12.4.5。 该 群 共有 
12 X 10 一 120 个 元 素 ， 然 而 ; 它 并 不 与 对 称 群 AM. 为 了 看 
出 这 一 点 ,我们 看 到 ,jE 十 二 面体 的 三 十 条 楼 决定 十 五 条 直线 ， 即 
连结 术 的 中 点 与 二 十 面体 中 心 的 直线 . 依照 12.5.5.1 的 作法 ,它们 


图 12.5.5.8. 
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形成 五 个 两 症 正 训 的 直线 三 元 织 。 于 是 很 清楚， 十 一 面体 的 位 涪 
E G+ 一 意 地 作用 在 这 五 个 三 元 组 的 集 舍 上 ， 由 于 它 有 6 个 元 
RA Gt = ,eye's。 相 反 地 ,由 于 原点 的 中 心 对 称 , G 并 非 一 意 地 
.作用 ;实际 上 G = S, 不成立,; 但 是 G 与 直 积 curs X Zo FH, 
12.5.5.7 附注 。 正 十 二 面体 或 正二 十 上 徊 体 , 成 具有 它们 的 对 
称 群 的 别 的 对 象 ,部 不 是 经 常 碰 到 的 、 在 自然 界 , 首 先 要 注意 到 不 


TALA Sm 
TRMYM rcgia ciiin ET DOTANTIAS PEE (QVTHQVE REZAUANI A CORPORA per gps EXHIBENS 
Tira MEG. ORG FLE. DCI WIRTRNBERZILIS ET TEAD, COLTI (AN Vu, ETC CONGIOCREATR. 
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图 12.5.5,9。 
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订 在 容 有 二 十 面体 群 的 晶体 .相反 地 ， 却 存在 某 些 容 有 此 群 的 生 


物 , 参 见 图 12.5.5.7 和 [WL] 第 75 yit. 


至 于 人 人 类， 我 们 已 经 发 现 了 至 少 在 公元 前 500 ££ Bt E B SEU 


SCRA IY SAR ER ER AT AL RHA HR M CH 
E EAT BI PE. TEP BOAR A A ee A LS, 
物 。 希腊 人 关于 五 种 正光 面体 作 过 哲理 的 探讨 ， 除 参阅 柏拉图 的 
oe ECAR DS) LS [CR 2] 第 13 A, [FT 2] 第 120—121 


页 和 图 12.5.5.8。 


此 外 ，Kepler 相信 , 在 五 种 下 儿 面体 和 太阳 系 行星 轨道 之 间 


能 找到 一 种 联系 . 图 12.5.5.9, 
12.5.6 ”四 维 空间 中 较 难 的 例子 。 我 们 通过 对 


所 有 可 能 的 正 多 胞 


形 列表 ， 来 导出 四 维 空间 中 的 这 些 例子 : 参看 1246.7.3， 在 这 里 ， 
我 们 是 把 现成 的 表格 一 下 子 拿 出 来 的 ,而 在 历史 上 ,过 程 是 更 几何 
化 ,而且 费 了 不 少 心血 的 ， 参 看 [CR 21 第 13 页 和 第 141 页 。 至 


于 其 中 的 名 称 ,在 12.6.1 HIM eS, 
12.5.6.1 标准 (3, 4, 3}， 这 是 Rich 
0,0), (0, +2,0,0), (0, 0, +2, 0,), (0, 


24 STAR C+ 2,0, 
0. 0, +2), (+1, 


Ht, +1, £1) 定义 的 多 胞 形 P， 这 24 个 顶点 也 就 是 Cub, BU ji 


< 


NE 


Coxeter, «ESE», Dover 出 版 社 


图 i2.5.6.1, 


LEE. D 


所 和 位 似 比 为 2 的 Coc 的 顶点 的 并 集 。 我 们 来 证 明 它 们 定义 了 
一 个 正 多 胞 形 . 

Ji x = (2,0,0,0) XA mx CI, +1, £1, + 1} Fe 
离 部 为 2。 Te. P BU mA A x NHHRESRATAAE ZH 
立方 休 的 所 有 的 面 之 间 有 一 个 双 射 ;特别 , 群 GU) 在 所 有 含 x 的 
旗 上 是 可 迁 的 ;因此 ; 只要 说 明 群 G(P) 在 顶点 上 是 可 迁 的 。 因 为 
立方 体 Cub. 的 群 作用 在 Cub, 的 顶点 上 ,也 作用 在 Coc, 的 顶点 上 ， 
所 以 只 要 说 明了 的 一 个 等 虑 把 (2, 0, 0,0) 与 (1, —1, 一 1, 一 1) 
黄 点 互 换 就 够 了 。 一 个 可 供 考虑 的 合适 的 对 象 是 关于 这 两 点 的 生 
BESTA ADT BR (参见 9.7.5)。 根 据 8.2.10, 这 个 对 称 为 : 


(x, yo 25 t)! (E, atacar, 
2 2 
—X—yd2-—t RE ti) 
2 ? 2 ? 


可 以 看 出 ,这 个 对 称 确实 保持 己 的 24 个 顶点 不 变 。 王 述 论 证 表明 
EtP 一 Cub, 因此， 根据 12.5.4.2 4012.5.3.3, RE G(P) 具有 基数 
48 X 24 = 1152, : 


Coxeter, «ES», Dover Hiit 
Hj 12,5.6.2, 


+ ings 


12.5.6.2 标准 (3, 3, 5}。 CREM (5, 3. 3}, 是 所 有 
的 正 多 胞 形 中 最 为 复杂 的 ， 对 于 12.5.5.4 c A9 v. "E ff 120 À DÀ 
点 为 : 
[E38 (Ss 4, 3E RE TTE UR PARENT 
Ctr, tl, tr, 0) 经 坐标 侦 置 换 得 出 的 所 有 的 点 ， 
用 12.5.6.1 同样 的 方法 。 可 证 这 个 多 胞 形 台 是 正 多 胞 形 。 过 
+= (2,0,0,0) 的 楼 是 以 * ARR SA Ce, 1, +r, 


图 12.5.6.3。 


Ÿ 1343301338) 


Coxeters «IE BÉ». Dover 出 版 社 
图 12.5.6.4. 
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Dover 出 版 社 
图 12.5.6.5. 


O). r, O, ti, £r), (0, 3 071,0, 41) SR EWR, 这 


12 个 点 构成 一 个 正二 十 面体 ， 参 见 12553 这 个 二 十 面体 的 大 
可 通过 恒 等 变 换 延 拓 到 轴 (1, 0, 0, 0) E, TO as Hk 
上 是 可 迁 的 ;此 外 : 它 保 持 吕 不 变 ， 应 该 考察 ! 的 第 一 个 坐标 国定 
的 屠 些 项 点 ;对 = 或 一 > 的 情形 ,这 一 点 已 经 做 过 了 了 。 当 第 一 个 坐 
标 为 十 1 时 ， RRTTESITURTO O, +1, 5 1, +1), (1, +r,0, 
r>), (L, 0, £ 77, X 0), (0, £ 075, +r, 0 因为 它们 形成 
THEIR RETIRE: 参见 12.5.5.5, 

最 后 , 当 第 一 个 坐标 为 时, 我们 看 到 顶点 为 (0,， 士 2,，0, 0)， 
(0,0, +2,0), (0,0,0, £2), (0, Er, 1, E77), (0,1, £c, 
Er),(0,-T7,-v,1); XXE BE —- Er ting nu. Roms fr 
PEL 29 21 SUB ASE 12.5.5.3 得 到 的 。 于 是 ,这些 点 的 集合 
关于 十 二 面体 一 一 二 十 面体 群 是 稳定 的 ， 

REA GOO) 在 顶点 上 上 感 可 还 的 ,上 暴 做 法 与 12.5.6 中 相同 
根据 12.5.5, SE OB DEAE 120 x 120 = 14400, 

» 182 。 


12.6 正 多 胞 形 ; 分 类 


RATE 5s RRE BAKES ATE Sh, FLA BDO € 
ET. Haiei 1850 年 左右 由 Schlifli 4EY,  WEBHSESTGEDN 
FARMER D: HEATS EENI SS. 其 次 是 得 出 公式 12.6.5, 
用 以 进行 和 纳 流 分 类 ， 

12.6.1 定义 ， 设 P 基 一 个 2 维 正 多 胞 形 。 所 谓 P 的 符号 ， 记 作 
inC), nO). ot. rautP}}e IBAA Ee NAT FR 4 — 1 
FRERE AU FF Pl: nO ae Pip Em din EE (fe Wh 12.52.2 和 
12.4.2), fi {rf s or. ra aCP) E Æ Et (P) (CB 12.5.3.2 ) pI tF 


[=] 


"Ta 
12.6.2 ”例子 

12.6.2.1 RARER TAR r; = 3. 

12.6.2.2 己 的 一 个 而 的 符号 基 nP) teo ra KP}, 可 从 
12.5.3.1 看 出 这 一 点 。 . 

12.6.2.3 Simp, 的 符号 是 {3, 3, e, 3h Cubs 的 符号 是 
14, 3,75, 3}, Coco 的 符号 是 {13，-…。3， 4!， 正 二 -而 体 的 符号 
AE 05, 5}。 正 十 二 面体 的 符号 是 45, 3}. 例 12.5.6,1 和 例 12.5.6.2 
HIRES 5 BUH 13,4, 3} 和 {3, 3, 5}, 

为 了 说 明 上 述 结 论 ， 内 要 验证 《这 是 容易 的 ) r 是 所 给 出 的 
著 些 数 就 行 子 ， 因 为 所 有 这 些 多 人 面体 的 星 形 集 部 已 在 12.5.4.1;， 
12.5.4.2; 12.5.4.3, 12.5.6.1; 12.5.6.2 中 被 确定 ; 利用 归纳 法 , 即 可 
溢出 所 有 给 定 的 符号 . 

12.6.2.4 Pj xt BS FRE P* (参见 12.5.2.4) 的 符号 是 
ral; nG)I. MSPS aus X DL 12.110 80 12.622 可 
ELIE, Plan. PRIE 03.3, 5? 的 对 但 多 胞 形 是 符号 为 (5,3, 
3 的 一 个 下 多 胞 形 ， 
126.3 基本 关系 式 
1264 2S, xb T—- LS P, ERRAI KE E gte l sh 


+1034 


接 球 的 半径 记 作 + (参见 12.5.2.1), 并 令 oP) 一 则 当 P 具 


有 符号 ine tts rat fit, 7E pCP) À] e{ EtP} ZAK A: 
12.6.5 


_ , cos mjr, 
e(P) = 1 PEL)" 


图 t2.6.5. 


”为 了 证 明 12.6.5, 取 一 个 顶点 xE 已 OR PHD, 0 Ë 
Et, P Rota. br 是 P 的 外 按 球 的 半径 ,+’ REL P 的 外 接 球 的 
半径 。 又 设 y. 是 EtP 的 一 条 被 的 端点 ， 并 且 了 一 yy À Et, P 
的 楼 的 公共 长 度 ， 则 y, x, y' 是 P 的 一 个 二 维 面 上 相 邻 的 三 个 顶 
点 (根据 12.5.3.1), 而 这 个 二 维 面 是 一 个 有 ,条 边 的 正 多 边 形 ; 根 
据 12.4.3, 如 果 +” 表示 这 个 二 维 曙 上 以 O” 为 中 心 的 外 接 贺 的 半 
径 , 则 有 


Pe yx = ry = 2r'sinz[r,, E = 2r" sin 2zfr,, 


宙 此 得 出 了 一 2lcos Z, 因为 


1 


e(P) = 2, o(EtP) = (Et, P) = E, 
tr 4r 


而 且 当 2p 表示 三 角形 ly, 0,2} 在 0 AMMEN. 


r = lcosp, l= 2rsinps 


所 以 可 推 得 


-104+ 


x =x 
4} cos? " cos? r. 
WCE) = sin? p, p (Et P) = = ; 


2 cos! qp cos! q 
由 此 即 可 证 得 12.6.5, 
12.6.6 推论 。 数 ptP) 只 依赖 于 d 一 1 元 组 {ri,…… rias 
THE eit piri, std), 每 当 一 个 正 多 胞 形 的 符号 为 inse tt» 
rd- 直 时 ,我 们 有 关系 式 : 


E 

s 
pÜriss ra) = 1— — . 
alris: ts raa) 


事实 上 , 把 12.6.5 的 推导 相继 应 用 于 Et P, Et (Et P), rre 
RU nj 8 ur, 
12.6.7 定理 (SechIiflji，1850)， 对 于 一 个 正 多 胞 形 ， 它 所 有 可 
能 取 的 符号 可 用 下 表 给 出 : 

4 一 2: (n), E> 3 HERB, 

d= 3; 13, 3}; ED 4}, {4, 3}> 13, Shs {5, 3}; 

d= 4: {3,3,3}, (3,3, 4}, (4, 3,3}, {3, 4, 3}, {3, 3, 
She 15, 3, 3}; 

425: (3,---,31,(3,-..,3, 44, (4, 35... 3% 
对 应 于 此 表 中 每 一 个 符号 ;存在 一 个 正 多 胞 形 ,以 它 作为 符号 。 两 
个 具有 相同 符号 的 正 多 胞 形 是 相似 的 。 

12.6.7.1 从 12.4.2, 12.6.2.3 和 12.6.2.4 可 得 存在 性 。 

12.6.7.2 唯一 性 《不计 相 似 
差别 ) SAHAI, a P,P 
是 两 个 具有 相同 符号 的 正 多 胞 
形 ; 由 风 纳 法 假设 和 12.6.2.2 可 
A, PAP 的 面 是 相似 和 的。 通过 
一 个 适当 的 相似 ， 我 们 可 假设 它 
NESEN, MATE P E P i o i267. 
WES. HIEP, P 位 于 由 此 面 F 所 决定 的 同一 个 半空 间 内 ， 
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xxm. P, P' HAHA AR Oo; 事实 上 ， 这 个 中 心 必然 在 过 面 
F 的 中 心 0'、 垂直 于 F 的 起 平面 的 下 线 上 ， 并 且 中 心 0 与 的 一 
TAWE 829 rs r 则 由 下 式 给 出 : 


p(P) = p(P’) = 三; 
r 


(参见 12.6.4 和 12.6.6), 这 里 1 是 F 的 一 条 楼 的 长 度 ， 设 4 是 
FF 的 一 个 (4 — 2) SET, G, G' 是 PP 沿 4 相 邻 的 两 个 面 (参见 
12.1.12); WR H — (0, A) 是 过 口 和 二 的 超 平面 。， 则 从 12.5.2.3 
可 得 on(F) = G Al eul F) = G', KG = G'. FAIRE 12.1.13 
RIIE P = P, 

12.6.7.3 ”用 归纳 法 , 再 苦 忠 到 基本 关系 式 12.6.6 中 一 切 可 能 
性 , 妈 可 列 出 可 取 符 号 表 . 其 中 关键 在 于 ;由 于 nm 30 UL 12.62.1) 


所 以 只 要 plr, es rea) € +, MN cos! = «Hans 


fai) 77 0, 就 不 存在 取 eCris" "ty fai) 的 可 能 性 了 。 从 而 可 A 
对 于 每 一 步 只 有 有 限 多 个 试验 可 做 
这 样 就 导 册 了 表 中 一 系列 数据 ， 唯 一 还 要 证 明 的 只 是 最 后 一 


5i ch pb fit 人 和 Z, 这 可 用 归纳 法 证 明 . 


12.0.8 一 个 有 启示 意义 的 概括 ， 于 是 我 们 看 到 , 低 维 正 多 胞 形 比 
高 维 的 来 得 多 ;总 的 来 说 , 多 胞 形 一 般 只 分 三 组 , 但 三 维 与 四 维 的 
情形 ， 以 及 二 维 时 有 元 穷 多 种 下 多 边 形 的 情形 都 是 例外 ， 这 个 结 
论 可 以 作为 下 面 那 名 富有 哲理 的 格言 (Thom 语 ) 的 一 个 方面 的 
例证 : “丰富 的 结构 大 多 数 是 低 维 的 ,而 贫乏 的 结构 大 多 数 是 高 维 
的 "。 下面 是 这 个 原则 的 另外 一 些 例证 ,其 中 有 一 些 也 许 是 读者 很 


* o4 «© * © 


~ 一 - 单 李 群 ([SE 3], #4), 
可 除 代数 ([KH], 28 249 页 )。 

一 一 二 次 型 域 CLSU1; [B-S] 第 167 页 和 342—355 DD, 
* 196 * 


teyu X 
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i gt 
Locsa et ote} | eca- OF t| ets ot is 
e ass ei tee Se} + C t) e m 
LCA te ts} 
+ ic Ses} + ig T + 19} 


I 


一 一 正 交 群 的 非 单 性 (参见 8.9.10), | 
一 一 二 维 仙 常 曲率 的 紧 结 构 的 可 变形 性 CMW 1] 和 
[MW 2]). 
nc 4 RRE S. 的 可 分 解 性 ([SW] E 13 3€); 


*o u b + 


一 一 拓扑 向 量 空间 (有 上限 维 的 :它们 都 是 同 胚 的 )， 
一 一 有 限 城 是 可 换 的 并 已 知道 得 很 清楚 ([SE 2] 第 1 章 ). 
可 微 映射 的 一 般 奇 性 随 维 数 增加 | 放 变 得 复杂 (ITMR1), 
12.6.9 一 个 从 文化 角度 提出 的 附注 .尽管 它们 看 上 去 是 纯 几 何 
的 ;并且 相当 专门 化 ,但 是 , 正 多 胞 形 就 它们 的 等 忠 群 而 言 ,是 属于 
重要 的 数学 结构 之 列 的 ;它们 的 群 是 “经 反射 生成 的 *, 这 里 , 用 的 
是 想 平 面 对 称 ， 市 这 种 类 型 的 有 限 群 也 是 能 完全 进行 分 类 的 。 它 
们 在 李 群 (Weyl EE) 和 代数 群 的 研究 中 起 着 重要 的 作用 。 关于 
这 方面 的 一 般 理 论 ， 参 看 [BI 4]。 也 可 看 [CR 2] 第 11 章 。 由 此 
一 般 理论 可 得 到 正 多 胞 形 的 一 种 分 类 , 也 可 参看 1.8.7。 
12.6.10 附注 

12.6.10.1 在 [CR 2] 中 ,我 们 可 找 色 关于 正 多 胞 形 最 多 的 内 
赛 , 其 中 有 很 完整 的 历史 的 讨论 ， 

12.6.10.2 为 了 研究 (3. 4, 3} 和 {3, 3, ST 以 及 它们 的 群 ， 
都 得 异 助 于 四 元 数 (在 三 维和 四 维 的 情形 , 这 是 不 足 为 怪 的 , 参见 
8.9)， 一 本 很 好 的 参考 书 是 [VL], 

12.6.10.3 由 于 二 十 面体 群 是 与 ,er, 同 构 的 (参见 12.5.5.6)， 
根据 Galois 理论 ， 这 就 表明 了 人 往 二 十 面体 和 一 般 五 次 方程 之 间 
是 有 联系 的 。 有 关 这 方面 内 容 , [KN 7] 是 一 本 历史 上 的 名 著 . 近 
代 的 文献 可 看 [SW] 第 148—149 p, 

12.6.10.4 有 了 公式 12.6.6, 我 们 也 就 有 可 能 利用 正 多 胞 形 
RULES RIRE ER TS ET. RIM, Léa 
用 的 是 等 边 三 角形 ,正方 形 和 正六 边 形 ， 对 于 三 维 ( 或 任意 4 维 )， 
可 利用 立方 体 ， (LAR MAE EAT Ube Bee, 符号 汶 
tr rai) 的 止 多 胞 形 能 销 徽 一 个 à 维 空间 当日 仅 当 存 在 一 
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个 符号 为 {ras* tts ra} AVES IUE , (bs (d prins tefat) = 
0: XDA BM {rss re) BS ER RET. XE DU $8 X a“ 星 形 
fe^. AB AH, MIR 12.6.7.3， 除 去 已 经 遇 到 的 对 应 于 符号 为 


图 12.6.10. 


Rouché f| de Comberousse, as 几何 论 薪 s Gauthier-Villars tH Ag SE. 
图 12.6.10.5. 
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{3, 6}, (4, 4}, {6, 3}, (413, ce, 3, 4} 的 情形 外 ,只 存在 疼 
个 符号 分 别 为 (3, 4,3, 3}, (3:3, 4, 3} EM S; 它们 一 个 
用 Cocs, 另 一 个 用 13. 4, 3} SERA] (它们 是 互 为 对 偶 的 ， 
TER (3, 6] 和 {5,31 一 样 ,对 候 性 在 于 肥 的 是 销 伐 中 心 ). 

12.6.10.5 ”存在 非 凸 的 正 多 面体 , 称 为 星 形 多 面体 ;它们 是 我 
们 所 热 知 的 (看 [CR 2], 14H), 图 12.6.10,5 是 在 三 维 空间 中 
的 四 个 星 形 多 面体 . 

这 四 个 多 面体 都 容 有 一 个 与 十 二 面体 相同 的 等 距 群 。 在 四 维 
空间 中 , 存在 十 个 星 形 正 多 面体 , 图 12.6.10.6 和 图 12.6.10.7 是 其 


143,3) 


Coxeter, «EME SHE» SUELE Ra, 
HE 12.6.10,6. 
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中 的 两 个 。 这 十 个 星 形 正 多 面体 都 容 有 一 个 与 正 多 胞 形 {13,3,57 
的 含 14400 个 元 素 的 群 相同 的 等 距 群 ,在 图 12.6.10.5, 12.6.10.6, 
12.6.10.7 中 ,我 们 在 一 个 星 形 正 多 面体 旁边 标 出 了 Schlafli 符号 ; 
它们 是 有 理 数 ， 而 来 必 是 整数 了 。 至 于 = 个 顶点 的 星 形 正 多 边 形 
的 情形 , 留 给 读者 去 加 以 分 类 ,最 后 :从 五 维 开始 ,就 不 再 有 是 形 严 
多 面体 了 , E 


($55) $58) 
13851,6324 


Coxeter, «iE li E ay SSH IS ERN. 
图 12.5.10.7. 


127 Euler 公式 


在 本 节 中 :和 是 一 个 三 维 仿 射 空间 ( 除 本 节 的 最 后 部 分 外 ). 仅 


e, 


在 12.7.3.1 和 12.7.3.2 的 证 明 中 , 须 同 予 才 一 个 欧 几 里 得 结构 。 
127.1 记号， 对 于 一 个 多 胞 形 , 引 人 下 述 记号 : 
E 一 了 的 楼 所 成 的 集合 ,a 一 +e, 
E, 一 了 中 属于 :个 面 的 顶点 所 成 的 集合 , oi 一 HS, 
一 卫 的 全 体 顶 点 所 成 的 集合 ,so 一 dEZ, 
D, 一 了 中 有 条 边 的 面 所 成 的 集合 , qi 一 Hors 
P = P HE RRE o p 一 He, 
根据 12.1.12, RAJEE RA 1 29 3, HÉ 
T= 2i Tis P 7 » Pia 2a 一 M io 一 全) itp; 


r 


12.7.2 


假如 读者 对 图 形 1.8.4.2 到 1.8.4.6 和 对 图 形 12.1.1.4, 12.1.1.5 
EH r,a, p, 则 每 次 均 可 发 珊 5 — et p= 2, SRL RTA: 
12.7.3 EE (Euler 公式 )。 对 三 维 仿 射 空间 的 任 一 多 胞 形 , fü 
Ag~atg=2, 

我 们 给 出 这 个 公式 的 两 种 证 明 ， 第 一 种 证 法 “干净 利落 ”而 且 
有 琴 ,; 但 它 变 用 到 球面 三 角形 面积 的 Girard 公式 ， 这 一 点 不 态 方 
和 便 。 第 二 种 证 法 神 仿 第 一 种 ， 但 只 用 到 一 个 三 角形 角度 等 于 二 这 
Fk, BISE 12.7.5.3。 

12.7.3.1 第 一 种 证 法 . 任 取 一 点 OE, 并 设 5 一 5(0,1) & 
XMS. 从 0 出 发 氛 P 的 边界 投影 到 5 上, 亦 即 考虑 映射 
p: FrP yr Ve S$.。 了 的 顶点 成 为 5 的 点 ,了 的 楼 成 为 § 的 大 
Eam r AERA S 的 球面 多 边 形 ( 关 于 球面 的 概念 , 奇 18 章 ). 
因为 P 是 出 的 , 并 且 OCP, KAW: 多 边 形 实际 上 把 P 分 割 成 
两 部 分 (参见 12.1.5); 因而 得 出 : 所 得 出 的 球面 多 边 形 是 凸 的 ;并 
BA à 条 过 的 球面 三 第 形 的 个 数 为 p; 得 一 条 楼 是 两 个 不 同 面 的 
SHER, HARRY a; ET 个 面 的 项 点 数 为 ms 并 且 每 一 条 楼 
BATIR CU 12.1.12), 

TERR PR AL. Of ando dis ag ECHOS RAT, 首先, 对 
AA TR AU A AIR POSER] 7T if E8978 BECK A — ex, 


+12 


因为 p (Fr P) 一 83, 上 朋 上 山 多 边 形 不 会 出 现 重 又 妆 分 ; 故 在 一 个 顺 点 
处 的 所 有 角度 之 和 必 等 于 22, IN: 


BAZA = > an = ias, 


Ser 


应 用 18.3.8.5。Hj 得: 
各 角 之 和 一 51 (F 的 角度 之 和 ) = DS [EF 的 面积 十 (i 一 


rem : FE 


2)4]— $3 下 的 面积 十 $ (i 一 2)xgi = fe X igi) 一 


Feo 


221 qu = 4a+ 2an 一 2x9. AA P (FrP) = S, RA 12.7.2 


uf 由 这 两 个 求 和 等 式 推 得 go 一 mg 十 np 一 2, 


图 12.7.3.1, 


12732 ”第 二 种 证 法 ， 我 们 想 在 一 个 平面 上 进行 讨论 : 证 明 
的 恩 路 是 在 P 上 挖 去 一 个 面 ,从 按 的 面 附 近 的 一 点 作 球 极 投影 ; 然 
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后 ,在 于 面 上 加 前 一 样 作 类 似 的 计算 ,只 楼 区 分 内 部 的 硕 点 机 边 漠 


上 的 顶点 就 行 了 。 


ld b 
P= 门 R (8012.16), F= Fee (| RAP,Y 是 与 F 


d=1 


t= 


EFAA E HEY 和 点 a 位 于 由 决定 的 两 个 不 同 的 半空 
疗 内 。 则 如 下 定义 的 以 # 为 中 心 . 到 Y 上 的 投影 : 


Pr xl (ay x) (Y Y, 


fk P BSEC UL Re Pe F MO Sy ERA ARE LEE 
集合 之 闻 定 义 了 一 个 双 射 ， 共 中 的 凸 多 边 形 具有 下 述 性 质 : 它们 
^ Ei—A4 XB a CHI PE) 分 解 而 得 的 ， 并 且 仅 在 顶点 处 
Rita WATS, Me 为 顶点 个 数 。 有 内 顶点 和 外 顶点, 总数 
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BF P(E,) 的 边 数 ， 二 是, 根据 10.5.2, 所 考虑 的 多 边 形 的 各 角 之 
和 为 

BZA = alo — K) + (Kk —2)e = #20 — k— 2), X 
是 因为 ,在 一 个 内 顶点 处 的 各 角 之 和 为 2, 在 外 顶点 则 等 于 PCR) 


在 此 点 的 角度 . 
HPS RARE SMHS PETER. Ws po 它们 的 总 
Re p 仍 根据 10.5.2, À 


SALA = > Gi — 2}rpi = slip; — 2¢'], 


这 里 ,由 于 边界 的 缘故 ， 2 ip; 不 等 于 边 数 o, HREF 2e' — k, 


由 此 得 出 25 — & — 2 — 2a — & — 29, Bl o' —o —' — 1, 
T e= g’, a = g, p= p l, 
12.7.4 一 个 应 用 .由 欧 拉 公式 可 推 得 12.8.6 中 的 Cauchy 定理 ， 
但 下 面 我 们 看 到 , 欧 拉 公 式 还 提供 了 另 一 个 方法 ,把 三 维 空间 中 所 
有 可 能 的 正 多 胞 形 列 成 表格 ， 

12741 命题 。 在 一 个 三 维 仿 射 空间 中 ， 设 PP 是 一 个 多 胞 
形 , 使 得 每 一 个 顶点 属于 7 个 面 ,每 一 个 面具 有 5 个 顶点 , 其 中 +， 
SEXE. WES {r,s} 只 能 取 五 个 值 {3, 3}, {3, 4}, (3, 5), 
{4, 3}, {5, 3}, 

事实 上 ,从 12.7.2 推出 2a = v = so, 因此 ,从 12.7.3 有 


Dplclgyui 
T s z a 


EXE 5.5223. Ape > 0, hr SA s S4+ OK, FR, 
我 们 可 得 到 下 阁 列 出 的 表格 . 

12.7.4.2 附注 .上 式 还 对 每 一 种 祖 形 给 定 了 oveym 的 数 
目 ， 值 得 注 意 的 是 ,这些 多 面体 的 存在 性 是 平凡 的 ,作出 图 形 即 可 
证 明 ,根本 不 需要 用 到 12.5.5， 因 此 , 综 上 所 述 ， 对 于 五 种 情形 中 
的 每 一 种 ,在 和 在 唯一 的 一 个 多 胞 堪 ; 
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{rs s} 13. 3) (3. 4} {4 


> 3} (3,5) 15,3} 


1275 附注 


12.7.5.1 ZOMG Shaddock, 12.7.3.1 的 证 明 方 靶 表 明 , 对 于 不 


一 定 是 凸 的 , 但 是 11.1.2.4 意义 下 的 号 


EH 形 多 面体 的 紧 多 面体 ，Eu- 


ler 公式 也 是 成 立 的 。 我 们 利用 这 一 


事实 ， 向 读者 指出 一 种 危 


Adrien Douady, APMEP 
Hi 12.7.5.1, 


“tic: 


WR A 281 M, 


Ba: ARB HIRE JE [EL £c O € P oh OAS EUX P 
在 把 每 一 个 顶点 沿 连 接 它 和 和 0 点 的 六 直线 上 作 适 当 的 移动 之 后 ， 
就 能 变 成 一 个 凸 多 鲁 体 ， 一 般 来 说 这 是 不 可 能 的 ; 在 [LBY] 中 说 
有 明了 这 一 点 。 同 时 ， 恋 者 还 能 在 该 书 中 找 尖 一 个 反例 各 它 在 代数 
几何 中 的 一 个 应 用。 这 个 反例 就 是 图 12.7.5.1 ag" A Bg Shaddo- 
cE”。 世 何 看 TLP] 第 35 ji, 

12.7.5.2 12.7.31 (fj, E£ 12.7.3.2 的 证 明 , 都 仅 是 关于 二 
维 紧 黎 曼 流 形 的 Gauss-Bonnet 公式 访 明 的 一 种 特殊 情形 ,在 
12.7.3.1 ti, 流 形 足 具 有 党 曲率 1 的 球面 ,在 12.7.3.2 中 , 它 是 带 有 
迪 光 的 一 个 平 而 , 兵 曲率 为 0。 有关 这 一 推广 , 例如 可 看 [KG 1] 
第 112 Dis [SB] 第 290 页 , 世 可 看 18.3.8.6 AI 19.5.4, 

12.7.5.3 12.7.3.1 和 12.7.3.2 的 汪 明 想 必 不 会 使 读者 完全 感 
到 满 仿 ， 事 实 上 ,这 结果 是 仿 射 的 ,并 日 引入 的 欧 几 里 得 结构 不 是 
对 和 象 所 固有 的 。 实 际 上 ,该 结果 在 比 仿 射 更 一 般 的 情况 也 对 , 它 是 
“HUGS”, RRA. HR COMBA, 

SEE E. MAARE EE BT P E SB" oe E 
代替 ,否则 ,结论 一 般 丰 成立, 请 看 下 文 。 目 前 , 单 连通 最 常用 的 定 
义 基 基本 群 为 零 , 即 任意 一 条 闭 道路 可 收缩 成 一 点 ; 从 前 , 在 二 维 
多 面体 的 情形 下 。 单 连通 则 是 指 一 条 简单 闭 道路 把 多 面体 分 割 成 
为 两 个 不 同 的 连通 分 支 。 读 者 在 LVN] 第 19 一 27 页 上 可 找到 伐 
助 于 单 连通 这 个 定义 对 一 a 十 9 一 2 的 证 明 。 读者 也 应 看 到 ， 
单 连通 的 这 两 种 定义 是 等 价 的 。 上面 提 到 的 这 些 事实 的 证 明 属 代 
数 拓 扑 肉 容 , 已 超出 本 书 的 范 用 ， | 

127.54 对 于 任意 一 个 多 面体 ,在 12.1.3 ORME. 一般 说 
公式 是 不 成 立 的 。 我 们 把 7 个 多 面体 如 图 12.1.3.1 BB RE BE ee he 
来 ,得 到 有 如 12.7.5.4 的 图 形 和 下 述 表 格 ， 表 中 给 出 了 osas p 和 
g — at p, 

USERS ESSE AS ET RARE AIT M 20 — 1), 这 里 
y= O,1,2.°+-, 我 们 确实 能 够 证 明 ， 对 于 任意 一 个 上 述 意 六 下 
的 多 面体 P, 或 者 换 名 话说， 对 任意 一 个 庶 人 在 本 内 的 曲面 ， 

a 


:图 12.7.5.4。 


5 一 上 十 9 的 值 总 等 于 2(1 =y) 数 * 是 已 关 于 形变 的 不 变 晶 : 
我 们 可 以 证 明 ， 对 应 于 这 个 数 y，* 任意 一 个 多 面体 部 同 是 于 六 
12.7.5.4 中 的 多 面体 ， 于 是 ， 我 们 可 以 把 > 称 为 号 的 泣 数 ， 并 称 
g— a-t p APY Euler-Poincare 示 性 数 ， 对 主 这 些 问 题 的 介 
3, 35 [GM] 855 SE. sS [SE- TH] 第 6 XE, 

12.7.5.5 ”读者 可 能 要 问 : 对 于 任意 一 个 4 维 凸 多 面体 ,情况 
又 是 怎样 呢 ? SRE: 如 时 qi 在 这 里 表示 P 的 i 维 面 的 个 数 


(EHO, 1,6, d— i) MEA D (—1Yp 一 1 十 (二 De 


读者 可 对 à — 2 Rd 4 时 的 正 多 胞 形 加 以 验证 ， 关 于 其 证 
明 , 参 看 [GG] 102—103 页 ， 也 可 参看 TCR 2] 第 IX &, 


下 面 ,X 是 三 维 欧 几 壬 得 仿 射 空间 。 | 


12.8 Cauchy 定理 


7 Be re PR UR RT A, TERR ARE, AERE 
TREAT, RAFAELI TOS WK, MR Gd 
"hist 


点 : 刚 开始 构 作 时 ,如 暴 顶 点 的 汇集 处 多 于 三 个 面 , 则 多 面体 是 能 
够 弯曲 的 ( 绕 着 棱 )。 但 当 它 做 好 后 ， 就 不 能 再 弯曲 了 。 要 是 按 的 
力量 态 大 , 则 或 者 是 面 发 生 形 恋 ,或 者 是 多 胞 形 裂 开 。 事实 上 ,我 
a TP i eae eee, 

12.8.1 定理 (Cauchy), ig P. P xmp ^ed. f: 
Fr P— Fr P ERR Ha RP -- PAR, BAT P 的 任意 
一 个 面 下 , RA le F—j(CF)i&—T IB, ET HTS 
EE fo 使 得 HP) — Pa flee 一 1. 特别,P 和 Pp ER SEA, 

12.8.2 推论 ， 一 个 凸 多 面体 号 是 不 可 弯曲 的 ， 换言之 ， 设 PQ) 
基 多 面体 (不 一 定 是 凸 的 ) 的 集合 , #€ [0, 1] a PO) — P, TE 
P: Fr(P(0)) — Fr (PG), 1E[0,1] 是 一 族 双 射 , 使 得 对 于 PP(0) 
的 任意 一 个 面 , 扣 |s FACE) ZT SRE. 此 外 , 若 再 
BE he lda, fü f: FrP X [0,11 2 (s, Dt— f,/GO € X d XE 
RJ. 则 存在 一 族 等 距 f,€ Isom (X), «€ [0, 11, EHEER «€ 
[0,1] A fleo = fes WIE FPC) 一 PC), 

A EX FEBR 1€ [0, 1], ERREA ARR Pu, CES 
AEFGJEH. 疡 (P(0)) 一 PO), IR FEAT * 所 构成 的 集合 在 [0, 11 中 
EAS. MAE: 利用 连续 性 的 假定 ， 可 知 它 是 闭 的 ; 它 是 开 
集 的 原因 是 , 如果 PC) 是 一 个 多 胞 形 , 则 对 于 邻近 * BHL. PU’) 
人 是 一 个 多 胞 形 , 从 而 可 用 12.8.1, 

1283 推论 。 设 P 是 一 个 多 胞 形 , 满 足 

G) 所 有 有 的 面 均 为 边 数 相 同 的 正 多 边 形 ， 

Gi) 每 一 个 顶点 属于 相同 个 数 的 面 ; 则 P 是 正 多 了 胞 形 。 

根据 12.7.4 和 12.6.7, 确实 存在 一 个 正 多 胞 形声 ,满足 上 述 
B) P HOARE , 因 丰 可 构造 一 个 双 射 卢 Fr P— FrP, 它 满足 12.8.1 
的 假设 条 件 . AiE, P 与 一 个 正 多 了 胞 形 等 号。 故 它 本 身 是 正 多 了 胞 
X. 

128.4 附注 

12841 如 果 P 是 一 个 多 胞 形 , 但 疡 是 一 个 不 一 定 凸 的 多 

ial Ha» USER 12.8.1 可 能 是 不 成 立 的 ， 图 12.8.4 就 说 明了 这 一 点 ， 


* E19 « 


] 


图 12.8.4. 


Ehr 是 从 己 用 关于 一 个 平面 的 对 称 改 动 右面 四 个 而 得 出 的 ， 

但 我 们 将 会 看 到 ;尽管 如 下 ,还 是 不 可 汐 昌 的。 不 能 用 连续 
的 等 距 把 P de f P. 

12842 自从 Cauchy 的 最 初 的 论文 在 1813 年 发 表 以 后 ， 
这 始终 是 一 个 悬而未决 的 问题 : 是 不 基 存 在 可 弯曲 的 {因而 必 
然 是 非 凸 的 ) 多 面体 ? 这 个 间 题 164 年 以 来 ,没有 一 个 明确 的 回 
答 , 直 到 最 近 才 由 Robert Connelly 一 举 解决 了 ,他 构 作 了 一 个 可 
弯曲 的 多 兽 体 (及 还 是 单 严 通 的 )。 和 参阅 : R. Connelly, A coun- 


terexample to the rigidity conjecture for polyhedra, Publica- 


tions Mathématiques de P IHES. s" 67, Presses Universitaires 
de France， 两 本 古典 的 著作 是 [GL] 和 [co]。 关于 这 样 一 个 多 
面体 的 实际 作法 参看 R. Connelly PRIA: How to Builda 
Flexible Polyhedral Surface (Cornell University), 也 可 参看 本 
书 第 170—171 H. 

12.8.43 在 二 维 时 定理 1281 是 不 成 立 的 : Fi ^^ ih 
形 的 边 数 大 于 3. 就 很 容易 变形 成 边 长 相等 的 一 个 多 边 形 《看 
10.8.31). 相反 ,从 12.8.1 可 推出 ,对 任意 实 3 的 维 数 ,定理 是 成 立 
的 ; 证 明 可 用 归纳 法 ,主要 思想 如 下 ， 

如 果 用 三 维 球 而 8 内 的 凸 款 画 多 面体 代替 三 维 欧 几 里 得 伪 
射 空间 中 的 多 胞 形 ,定理 依然 是 成 立 的 {下 向 的 证 朋 可 不 作 霓 改 地 
RAA). BUIE P. P 如 12.8.1 rk AER 4 一 4; 对 二 任意 的 x € P。 构 
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作 其 星 形 集 En P. E REP GI x 为 中 心 、 半径 相当 小 的 一 个 球面 
SEA, Ju] 12.8.1 的 假设 条 件 说 明 Et, P, Et P RS SKIES 
AECE SEZA) ,它们 满足 上 而 所 述 的 条 件 , 因 而 是 等 丰 的 。 如 
RGIS P, P, 这 就 是 说 革 保 留 已 和 产 的 二 面 角 ,由 此 ， 肯 根 
EF hpu MA P, P 昆 等 虑 的 ， 当 然 ; 当 & 一 3 有 时， 这 个 方 
法 行 不 通 , 这 沾 基 整个 还 有明 的 六 礁 记 在 ;原因 则 是 全 的 多 边 形 , 只 
要 其 边 数 大 于 3. 就 必定 是 可 变形 的 了 . 
12.85 %45, FH 12.1.12 中 引入 的 一 个 多 胞 形 的 二 而 入 的 
概念 , 记 84CP) 29 & MU PAR AIMÉ. 

12.8.5.1 31, gk 12.8.1 中 的 双 射 f£ RACE, BI 
TixpP VER R A H Dra hP) = 8,(P), MN FER 28 
(IR ERR f, 使 得 HCP) = P. 

模仿 12.4.2 中 的 证 明 。 ie HP PP. REAR, uj 
REF) = F,E PAP 位 在 由 决定 的 同一 个 半空 间 内 ， 设 
4 是 P 的 一 条 楼 ， 并 且 G6,G' git 4 与 王 相 邻 的 两 个 面 。 因 为 
8,(P) = 6,(P°), FEL G. G RRR, LEF 的 同一 边 , 故 G 一 
G, TEWE 12.1.13, Wb 1X 2b n] EAH AS | BR, 


12.8.0 Cauchy 定理 的 证 明 
12.8.6.1 根据 12.8.5.1， 整 个 向 题 贞 结 为 证 明 保持 二 面色 
不 变 ， 我 们 注音 到 根据 球面 三 角形 相等 的 情形 (参见 19.6.13.10) ， 
如 果 己 的 任 一 顶点 都 属于 三 个 面 , 上 述 结论 容易 得 证 。 然 而 , 一 旦 
此 数 变 成 4 时 ,我 们 遇 到 的 那些 边 数 为 常数 的 球面 多 边 形 ,都 是 容 
WHR REEL Cauchy 为 这 个 定 埋 而 泡 制 的 一 个 关键 性 的 
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引 理 作为 基础 的 .该 引 坦 指 出 , 当 一 个 球面 多 边 形变 形 为 常数 边 长 
时 , 角度 的 增加 和 角度 的 减少 必然 是 充分 交错 的 : 参见 18.7.16. 
证 明 的 思想 是 计算 这 些 交 错 数 ,第 一 次 先 按 面 数 , 然 后 ， 先 按 顶 点 
数 ， 比 较 这 两 个 和 数 。 它 们 应 该 是 相等 的 , SX REGES Euler 公式 
REFA. A PAE RE 4, À CGU) = 54(P), 则 让 明 要 
BRAS, . 

128.2 ”对 于 满足 定理 8.1 EUR AE SU P. Pots 我 们 引 
^ 

Bi: EORPBJEBREG. LIBE e: E—1i1—1,0,1)989 Xe 

MP) «04 SUP). 84 (P) = 8 CP. SP) > UP") 
时 ,所 分 别 取 值 一 1,0，1， 

我 们 称 了 的 两 条 楼 L4, B} 是 相 邻 的 ， BH ANB 为 PF 的 一 
STA. 4, B 属于 同一 个 年， 
”12.8.6.3 第 一 种 情形 : V4c5.c(A4) c 0, ARH dB 46 
楼 的 序 对 (4. BY 表示 -- 个 变 号 , 意 即 (A) - se(8) 一 —1, ffi 
是 表示 一 个 变 号 的 序 对 总 数 。 

设 * 是 3 的 一 个 项 点， 是 以 * 为 中 心 、 半 径 足 够 小 的 一 个 
球面 同 P 相交 而 成 的 山 的 球面 多 边 形 。 对 于 x 一 f(x), 有 间 样 


R AO 
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WAN. RRA, 其 要 这 卫 个 多 过 形 都 在 单位 球面 S 上 ， 就 
存在 一 个 双 射 一 = , 它 保持 边 的 长 度 ， 
Cauchy 引 理 (参见 18.7.16) 恰好 说 明 , 我 们 对 于 和 x* 相交 的 
FN TERRES 4; 因此, 由 于 有 = 个 顶点 (12.7 的 记 
号 ), 则 有 r > 4o, 
现在 计算 有 i 个 顶点 的 一 个 面 上 相 邻 棱 序 对 的 变 号 数 : 对 于 
;一 3， 至 多 2 个 3 对 于 一 4 或 5, 至 多 4 个 ;对 于 i 一 6 或 7, 至 
多 4 个 ,… 等 等 ,于 是 ， 
r & 2g, t fp, H tp + ip + óp t'e 
应 用 12.2.2, 我 们 得 到 : 
ta — tp = 69; + Bp, + 10g. + 12g, + lipy + se 
| — (ps + tp, + Aq + dp + Ap, 十 - 
= 2g. 十 49, + p + 8g, + lip + D^ 
rv > 4a, 
击 此 推出 : e —a-- ps0, 5 127.3 矛盾 , 
12.8.6.8 第 二 种 情形 : Z4) BIE. MR AES, 使 
得 P(A) — 0, WW AE PRO, 又 如 果 ACS, 使 得 C) 
0， 则 称 4 是 己 的 新 楼 。 新 楼 所 成 的 集合 记 作 吕 ，,e = HE", M 


FrP 中 去掉 SUAE, 则 得 到 拓扑 空间 已 一 Fe PN LJ 4; UBE 
ACH! 


通 分支 的 闭 包 称 为 二 的 新 面 。 以 由 表示 新 面 的 集合 ,yp 一 49. 
最 抹 , 新 顶点 万 是 己 的 至 少 属于 一 条 新 禄 的 顶点 ， 设 z 是 新 顶点 
的 集合 , 记 r 一 #2". 请 注意 由 Cauchy 引 理 可 知 : 任意 一 个 新 
顶点 至 少 属于 两 条 棱 , 即 没 有 一 条 新 棱 是 具有 自由 端点 的 。 
12.8.6.5 tific —a +9 2, 事实 上 ， 我 们 可 以 逐个 地 
安置 假 楼 ,这 样 就 对 1 一 1 (ao — a), HHT do a.p FR 
9,0, g 之 间 的 基数 Tes is Dis SEXUS — 2b 85 fm— 23189 
故 楼 附着 于 一 个 新 顶点 或 一 个 已 有 的 顶点 {注意 ,在 这 样 的 重新 安 
排 中 ， 可 能 出 现 暂时 有 自由 端点 的 楼 )， 对 于 每 一 步 1, 我 们 总 有 
8p 7 a, +1, PE Tipi Ces WY Pons m p: R Qua =p n d, X 
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T yP = tF 


Can = Tp Pi T A 


Cis = + L, Gea A" 


M 12.8.6.4. 

Honma tl, Wow = pn 因此 函数 一 “十 9 在 任何 情 

况 下 都 及 不 增 的。 依照 12.7.3。 FR 2. 4 1 一 a 一 a 时 ， 

12.8.6.5 已 得 证 ， 对 这 样 一 个 公式 ， 可 参考 [LU1 第 13 XE, [ST- 
RA] 33 1,95 [AV] 28 78 页 公式 (3), 

12866 HF. RU MIA — PRISE FETE, HA 

根 邻 新 楼 . 变 号 等 概念 , 变 号 总 数 总 记 为 ve AMER. 

一 定 属于 两 个 新 面 ,但 只 可 能 属于 工 个 或 2 个 ; 作为 补救 的 未 法 ， 

成 们 把 一 全 新 面 的 壕 数 算 作 新 边 数 ， 这 样 的 确 增 大 了 两 次 作为 该 
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沽 的 过 的 那些 新 楼 的 基数 (参见 几 12.8.6.4)。 用 此 约定 ， 设 o; 是 
具有 :条 边 的 新 面 的 集合 ,pi 一 #9., ME Cauchy 引 理 引用 于 
o 个 新 顶点 即 得 : 
20° -5 ipi, p = >) pp v > 40; 

WTS-—THATR ESR: 

p € 2g -- 4qi + di + 6 + 6p + eee, 
由 此 ,与 12.8.6.3 相仿 地 得 后 : da 一 48 Du De 4a’, 53 1285 F 
盾 。 于 是 ， 我 们 这 样 构造 新 楼 .新 面 等 的 做 下 是 不 可 能 的 , 亦 即 折 
Amm ASA eee, (64)—0, 5,(P) = 8, (0I), VACE, 由 
12.8.5.1 名 可 得 证 . 


| 在 本 章 其 余部 分 ,xX 是 欧 几 里 得 仿 射 空间 . 
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在 Hausdorff 距离 的 意义 下 (参见 9.11) ,我们 变 利 用 多 胞 形 
来 还 近 紧 致 凸 集 ; 这 样 做 有 好 几 方 面 的 重要 竟 尺 ， 用 初等 方法 定 
MASE PA (12.9.3.2), 证 明 体 积 是 凸 系 上 的 连续 疼 数 且 凸 集 
HE FR AL Æ BU M (12.9.2.4 580 12.9.3.4) , 定义 凸 集 的 面积 
(12.10.25, 

1291 $$ Hausdorff 距离 ， 沿 用 9.11 中 的 记号 ;因而 ,由 
Oe SRE TPR d: .2 27. 参阅 11.1.8.7, 

12.9.11 GE. RHE: OO Oe 是 比值 为 1 的 Lipschi. 
tz BR, 

SEX 9.11.1 只 要 证 明 当 了 ,Ge oO, HE FC B(G, p) 
(e = 0) Ef, ZCF)CBOF(G) , 0)) HT: 而 这 从 11.8.7.6 Bp 
可 证 得 。 | 

129.12 推论 ie = {Fe oO: FER) Mie dp ion 
B)—T HIR. SU. € 起 完全 集 ; Bee XAlr SO, ee = 


War 


OC BER, 
下 述 引 悍 在 几何 学 上 很 直观 地 说 明了 关于 凸 集 的 “趋向 "的 报 


È. 


12.9.1.3 SI, i 4, C, D 是 三 个 紧 山 集 ， 使 得 Ce %， 
DCCCA, HE FrANC 一 6 ,FroeND 一 %, 则 存在 1 之 0， 
使 得 对 任意 一 个 凸 人 入 5, RE OCC, S) s. ME DESCA 


图 12.9.1, 


当 SCA 时 ,很 容易 证 明 。 只 要 取 % = d {Fr 4, C) 即 可 ， 

4 SDD, En = d(Fr C, D), 并 设 5 HE aC, S) «x 
n RARE, Hi re D\S, EN v (Bf dlr, y) 一 d(x, $5, È 
们 知道 CSL 11.1.7.2), SCH, 3À IB H Re » AS (x, y? E AE B 
MSP BR EAI PMs, HF ee C, Hi ee dx, yD MPIC 
是 不 在 日 上 的 点 , 则 用 UAE XL UR 

dla, S) = d(z, y) > dla, x) Sa; 

IAA s€ C, S CC B(S.x0 FE. 
129.2 BS, 19 为 所 有 紧 凸 多 面体 的 集合 , COR MA 
多 胞 形 的 集合 ,， 并且 "= {CE g; dime = dim X} (或 还 有 
CO, BU 11.2.7)， 丰 这 些 写 法 里 ,X 都 被 省 略 了 ， 如 有 需要， 
可 写作 PCA), PCA), (X), (XX, 
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12921 Zim, witeige>Omce @*, 存在 Pe pt 
使 得 PCC BCP, 8) (特别 有 SP C) Ge), 

因为 C 是 紧 的 ， 故 能 用 = PR Ba, €), aE CRAE, BD 
cc U Bla; e), Hes P ela, 85,77 * 5 64) BI 29 BT Ks 


ret 


参见 12.1.15, 

12.9.2.2 IH. PAS VR SEE. 

我 们 刚才 和 看 到 ez RER, RE, MRCE @\ 
密 。, JEY = 《CY 是 由 它 生成 的 子 空间 ， 在 了 内 , 出 集 C 是 内 
部 非 空 的 《参见 11.2.7), 我 们 可 用 Pe PCY) RB. WRI, 
表示 在 与 了 正 交 的 子 空间 YT AI © 为 半径 的 球 , MP x 71, BE 
C 


Bio 32.9.2.2. 


在 下 文中 , EA Cew 从 两 侧 , 而 不 仅仅 是 如 上 述 引 理 中 
那样 把 内 部 用 多 胞 形 包 起 来 是 有 益 的 ， 而且 引 理 中 的 8(P, e) A 
KAS BU mur S d, 

129.23 Gi, wp Fie eH CES, ae € Hagel, 总 存在 
PE Sg, (iid PCOCH, AP), Fr (CON P D, CÓ Fr GL P)— 
一 $. 

Ei Se EISE r2 0, 使 得 Bla, r) CÓ RE, 6, fib 0<e < 
ra —1), 根据 12.9.2.1。 设 有 一 个 PE HM, b HEPCCCB(P, 
E), 根据 12.9.1.3。 只 要 8 BED, WE PDB(a,r), 由 作法 可 
KT, PAP FAI AF) IAPS > (y — 12r > &; 由 此 
didi: 
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H4) DBP, 5) 20, 
至 平 边界 的 不 相交 和 条件， 把 己 修 改 为 一 个 比值 于 1 MERE 
近 1 的 位 似 即 可 。 


12.9.2,3, 


12.9.34 推论 . 任 一 凸 集 C 具有 零 测度 的 边界 (参见 9.125), 
WEE 一 p, CCY 是 一 个 真子 空间 ， 于 是 C 本 身 的 测度 为 


0 


MRC Ø, 应 用 12.9.2.3;C 的 边界 包含 在 PP 内 ， k Hi 
P = HP. VA CPP} 一 RUPI — 1) (C 一 1) (& 
Hi 9.12.3), 35 4 — Lat Ls CPP) — 0, 
12.9.3 RoR. A 9.12 中 的 记号 ， 
12931 命题 .对 Ce vw. RNA: 
CCC) = sup {OCP}: Pe HB WPCC} 
= inf {C(P): Pe # PDC}, 
MC 一 D, 如 局 12.92.2 中 的 证 明 一 样 。 我 们 可 以 归结 为 
CW 的 情况 ， 对 后 者, 可 应 用 12.9.2.3. 
12.9.2 鉴于 引 埋 12.9.2.3, 我们 就 可 以 从 12.2.5 初等 体积 
出 发 ,把 12.9.3.1 作为 €C.) (EE bmp x. A della 
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有 可 能 避免 求助 于 积分 班 论 。 

12.9.3.3 Bi AEC: Cf 一 REM REM, 即 若 D, 
Ceg Pik DCC, Do C, M 
£(D) < eC), 

Hs Lr. AE CDD, C =D, 
引 理 11.2.4 RIOS D b 6 0 
X] re C\D 使 得 B(x, ec CAD, 
则 有 
£(C)Be(D)+2( B(x,s))7-9(D), 

TE .9€ 内 。 此 结论 显然 是 不 对 
的 。 我 们 记得 (参见 9.12.5): 体积 
oO 上 不 直 连 续 的 ; 俱 在 C LA: 8b oan. 

12.9.34 $E. KRY: w^ 一 及 是 一 个 连续 函数 ， 

我 们 的 做 法司 9.12.6 中 一 样 。 我 们 知道 , 如果 在 X\Fr C E, 
lim C, = C, ji lim Xe, = Xe, EERE, Fr C 是 零 测 度 的 ， 于 


Æ lim | tous | Xon, 在 任何 一 个 x 上 成 立 . 

我 们 可 以 给 出 命题 的 一 个 初等 的 证 明 . 如 果 C 一 lim C。 内 
部 是 空 的 ， 则 如 疝 在 12.9.2.2 中 的 证 明 一样 ,把 它 装 在 一 个 车 内. 
Au C Se ©, RIM 12.9.2.3 构 作 两 个 多 胞 形 P,P, 使 得 PCCC 
P,e) 一 e(P) &e WR Fr CP D, FrPOC M o. RU 
12.9.1.3 E] 4] , H1 TE BBY. OC. D) <n, dit PCDCP', 
因此 IEW) — &(C)| « e(P) — ECP) « s. 


1210 ORNER 


我 们 存 9.12.7 PABST, R ARMS IR EL R HE 
DoS ,很 月 然 地 会 希望 通 这 用 多 胞 形 有 逼近 ,至 服 逼近 多 胞 形 的 面积 
的 极限 的 做法 ,来 找到 它们 边界 的 {a — 1) 维 体积 (在 这 里 应 称 为 
HA Ts 这 是 因为 对 于 多 胞 形 我 们 已 经 有 一 个 令 人 满意 的 面积 


IUE 


定义 。 参 见 12.3。 这 条 路 是 行 得 通 的 , 但 是 , ROTETE RE 
Cauchy 公式 12.3.3 作为 面积 的 定义 。 首 先 , 应 该 验证 : 
1210.1 引 理 .沿用 12.3 HAS, 
£(p.(.)):5 x «V * 5(5,C) — 2(p CN ER 
是 连续 的 。 


图 12.10.1. 


EEES, CEZ”, acC, e> 0; FIER Hy > 1, 存在 
一 个 PE PSN 12.9.2.7), HE PCCCP = H,,P, E(P) — 


ep) <<, FrCNP= 6, FrPNC=¢, BY FER 


BE S, Hyon? Pp = Pe Hans RA 
Spp (P)) = 9? 9C pe (P)), 
因为 存在 r. 使 得 Be 7) 2C. FRUI, 对 任意 的 seE5 有 (参见 
9.12.4.5): 
(Pe (P)) — eoe (PIE (3*7 — 0)r?78(4 — 1), 
从 而 ,可 以 固定 4 利 了 ,使 得 
SC pe (P) — eoe C] & " WEES, 


但 是 , 12.3.3.2 ROAR BH, SOE ee pe (PIER EE MEE 
RN, TERE p EEIE — Ello nid 
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Ie(pe (C) 一 Ra(P))| <=, 


根据 12.9.1.3, Di O HN, BaD, Cc) <0 PC 
DCP', 从 而 有 
(ECD — LOC)  I1gCee CO) — € pe C31 
+ |£Cpy(P)) — 9CRCOD)] + (eaP — 9GRCC)) 


« |e pe (PY) — OC pe (PY) | + + 
+ [ECAP — £CGoO)1 & €, 
12102 SE. EL. HER C € wt, 积分 
ACC) — (pa —1))”" | TERCIE 


存在 , 称 它 为 C 的 面积 ( 当 2 一 2 时 , 称 为 长 度 )。 这 样 定义 的 面积 
同 多 胞 形 的 面积 是 一 致 的 .面积 六 er *  R 是 连续 的 , 且 是 严格 
递增 和 的 。 它 在 Is (X) 下 是 不 变量 ， 


图 12,10.2. 


FH 12.10 和 积分 理论 ， 即 得 存在 性 和 连续 性， 根据 12.3.3, 
ACC) 和 多 胞 形 的 面积 是 一 致 的 。 

JW DCC, Ds C,H ME 12.9.3.3 ch — j£, BR Bla, 
e)CO\D, s > 0. 根 据 11.4.1, 存 在 一 条 售 a ASD RSMAS 
EE ONS, 根据 连续 性 ,过 a 且 与 足够 邻近 § 的 3 平行 的 直 
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线 决 不 和 DD 相交， 内 此 ,12.9.3.3 表明 , 对 于 这 些 ps EOD) < 
eCp,CC )) , RA ICD) < ACC), 
12103 i&it. 对 任意 的 CE gY, 
ACC) = sup {AP}: Pe B® RI PCCC) e inf (UP): 
PE pee FU PDC}. 


12.104 附注 
12.10.41 RPE, 4 C= Sa, rH, BRAC} 一 
r? ald), 


事实 上 , 对 于 任意 的 8, pe(Ste, rD 是 以 = 为 半径 的 一 个 球 ， 
从 而 : 


EPS a, r))) — raed — 1), 
由 此 得 出 


9St(S(a, r)) = rd [. gom r7 - gd). 


12.10.4.2 —T RÉEL RAE KP REA SAEC 的 
长 度 向 曲线 Fr C 的 长 度 进行 比较 .说 实在 和 的 ,并 不 能 直接 把 Fr C 
看 作 一 条 曲线 。 然 而 , 11.3.4 给 出 了 Fr C 的 一 个 连续 的 参数 表 
示 ; 因 此 ,内 接 于 Fr C 的 一 个 多 边 形 的 周 长 怡 是 定义 9.9.1 中 的 一 
个 和 式 。 这 就 证 明了 两 个 长 度 概 念 是 一 致 的 : BML 12.11.5. 
12105 应用， 等 宽 曲线 。 我 们 称 一 条 曲线 或 一 个 凸 集 是 等 宽 
的 , 意 指 欧 几 电 得 平 古 的 一 个 凸 集 C, 它 使 VES. 线段 n(C) 有 
ER. RATE FC 的 两 条 支撑 直线 (参见 115.6) 保持 
EIRG. FARRE TFR ARR, 例如 ,还 有 Reuleaux = 
AA fl 12.30.5.1): 更 一 般 为 具有 奇数 个 伙 点 的 适当 咎 线 的 切线 
移 适 当 的 下 交 轨 线 玫 是 等 宽 曲 线 (有 许多 这 样 的 曲线 ), 

12.10.2 #0 12.10.4 证 明了 这 …- 点 。 因为 。 如 果 ! 表示 这 个 常数 寅 

BE WR AKE m, 等 宽 * 体 "早已 是 许多 研究 工作 的 对 象 ,但 

在 这 一 范 天 内 ， 仍 有 许多 尚未 解决 的 问题 ， 例 如 ，Bjaschke- 

Lebesque 的 结论 是 :  FETEEDUSE EDS HB [RI ni BAB 

FU EE Reuleaux = HÆ HE, E Dij 33 4] XS A XT ER ze 3 时 的 

RAR. APSR KR, 参考 文献 是 LENj 第 7 章 , | VE) 第 156 
*132* 


ulemi BA 


Ho 12.10.5.1. 


Bi, (BLA 1] 3$ 150 页 , [B-F] 28 15 15 LARTER MRA | Y-B1, 
第 7 章 。 

在 不 少 机 械 运 动 的 装置 上 会 碰 到 Reuleaux 三 角形 ; 在 电影 
放 驶 机 和 和 投影 仪 中 也 会 磁 到 ,参看 [Y-B] 第 72 页 ;在 Wankel 的 
近代 旋转 发 动机 中 也 会 磁 到 。 有 关 这 方面 内 容 , 参看 9.14.34.6 和 
[LF-AR] 第 433 次 一 435 HSE [FA], [F1], (SL 1], [SE2 i, 
也 可 参见 本 书 第 172 Di, 

我 们 现在 通过 多 胞 形 的 逼近 ， 来 把 公式 12.3.0 HEP EAT SES 
集 上 去 ， | 
12.10.6 定理 (Steiner, Minkowski), 对 于 任意 一 个 4 HE 
C € «€, 附 有 一 个 数量 (OC) U= U, latt- d), #4 Vic RE, 


"ije 


Vandenhoeck 和 Ruprecht, «RRA MH, 
图 12.10.5.2. 


£CB(C,1))= DRAC, BMS: €*—RJjEXBIB WE 


fap 
FEMA C, CC) = 9(C), CCC) = 9I(C), Lac) = 8C2), 
ig C = lim Pas P,€ P. Yn: 由 于 Ps BEA HAY, 12.3.7 表 
HB. €,CP,) BBS. 抽取 (P) 的 一 个 子 序 列 , BE. 存在 
&Gi=0,l,;...,d), HR 4, = lim £CP,). 故 


lim &(B(P,, 1)) 一 Ska, 


°1346 


但 是 , 根据 12.9.3.4, Em (BLP,, à)) = (Em B(P,, 1)), WE 
(SR 9.11.7), 
lim B(P,, 1) 一 B(Em Pas A) = BCC, 4) 


由 此 推出 ; 
BCC, 4)) = 2: £N, 


但 我 们 知道 EC, 2)) 是 一 个 2 的 多 项 式 , 因为 函数 
e(BCC ,3)) RACE C Ma C3 lim P, = C 中 的 P, 无 关 !), 可 


Wk ASC 有 关 , REKARTE, -AARE MARETE 
Mist. 此 外 .这 种 决定 是 连续 的 (例如 可 看 LCH 1] 6.3.6 的 所 谓 
“BORE Sy AK), HAY we x Ry 3(C,2)—»$8(B(C,1))€ 
R 是 连续 的 , 故 知 & 是 连续 的 (参见 11.1.3.3 和 12.9.3.4), 
最 后 , Las 8 AL, 之 值 可 由 12.3.6 和 这 些 函 数 的 连续 性 得 出 ， 
现在 ,我 们 可 以 看 出 (参见 12.3.8), 画 一 个 山 集 吓 度 量 其 面积 
的 一 种 方法 。 
12.10.7 推论 ， 对 于 任意 的 山 集 C & we, 
ACC) = lim eaea) —e(c) 
Awd 
12108 例子 . 取 C 一 B(0,1) C R5 | 
B(C,1}= B(0,1 +1), BCC, 2)) = (à + 1)*g(4), 
UCC) = lim RACE DIRE PC) _ gaca), 
id 
FA ACC) = e(a) (参见 12.104), 这样 就 得 到 了 关系 式 ald) 一 
dé), 
1210.9 Wi 
121091 $,(-) 都 是 附着 于 紧 凸 集 的 有 趣 n SE PRU TE. 
当 & 3RjQRUÉ CCC) 对 我 们 是 陌生 的 ,可 以 把 它 称 为 C 的 全 平 
均 曲 率 , 因为 我 们 可 以 证 明 , 当 Fr C 是 x 的 一 个 C? 类 于 流 形 时 ， 


ec) 一 上 .wo* 这 里 = 是 FrC 的 典范 测度 , Mu: Frc oR 


* 135 * 


基 它 的 平均 曲率 。 对 此 ,例如 可 看 [B-F1 第 63 81,25 35 (12), 
12.10.9.2 HS, mE VEX EA CB TIME, BH 
总 可 定义 BQ(QV.3). Æ [B-G] 8$ 253 Ht 7 BI, e(B(V , 2)) 


Berger Hj Gostiaux G SecA LA, 
12,10.5.1. 


图 12.,10.9.2, 
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是 一 个 4 的 多 项 式 ， 但 权 当 4 Re Deo, BSL, ee 
S= S(0, DCR, 2 A€[0,1] 时 , 有 ECB(S, 2)) = 40a; M 
12 1j, (CB(S,1)) = «(à + 1}, EP, ZERCBQT . 2)) 内 , 当 
A ENT, 4 HR JR 2 RR. 这 是 因为 有 些 项 抵消 了 . 当 
A 祖 当 小 时 ,一 个 有 效 差 就 是 2 有 ,47》 Be a? RES RÉ ; 
对 于 一 个 凸 集 ,其 有 效 闭 为 gd]24: 对 于 一 个 偶数 维 的 子 流 形 , 其 
AE OG VPA, A m x(V) À V AY Euler-Poincaré 示 性 
数 .对 于 > 个 酒 的 环 面 (图 12.10.9.2), 事 实 .上 ,可 求 得 BV ,4)) 一 


2(V 的 面积 )4 + tr) 如 《参看 [BG] 第 288 页 ， 并 与 


12.7.5.4 加 以 比较 ) 
12.10.9.3 相反 地 ， 如 果 关 是 无 任何 正则 洼 的 一 个 紧 集 ， 
PCBCK , 2)) 将 是 -个 竹 态 很 盖 的 函数 ,即使 对 于 很 小 的 2 fet 


de. KKB: lio, CCE: D) CR) s i e tede (参看 
12.12.9)。 然 而 ,对 于 作 意 一 个 紧 集 K, MHA: 
eLBCK, 22) — &(K) 

1 L] 


S^CK) lmsup 
T" 


MOCK} = lim int LBCK, Ay} TEO, 
Ai A 

分 别称 它们 为 天 的 Minkowski 上 面积 和 Minkowski 下 面积 : 有 
淆 这 两 种 向 积 的 性 质 ， 和 参看 12.11.4.2, [FR] Æ 273 Bt, LHR} 第 
185 ni, 
au 10.10 面积 和 Steiner 对 称 ， 沼 用 9.13 0 11.1.3 中 的 记号 . 
我 们 的 生前 是 证 朋 Steiner 对 称 不 会 使 凸 集 的 面积 (参阅 11.14) 
HX. 

12.40.10.1 3138, i4 4, BES, H+ MER: Just CE 
Mae (0,1), 

Stu (14 + (1 — ABE Distal A) + (1 — styl B), 
WAX Maz Tiedt SIN, RAG 4, 9 > 0, 我 们 有 


tà e 


styl AA + BB) Dista( A) + usta B). 

12.10.10.1 表明 ,等 号 一 般 不 成 立 . E e = y + (0708, 
y € stg(4), 2 € sty(B) JE E Dus D,,D. PUN BAN x. y, z 的 与 
HEIDE. DIE T,=stu(A)ND,, T,—su(B)0D,, B 
T; T 分别 是 生成 Dy 门 4 和 D8 的 线段 ; 因而 44 十 (1 一 
1)BDAT;-- (1 — ATS, 是 根据 9.13, 我 们 有 : sted 十 (1 一 
BIDAT, + (1— ANT, 3x, 

FEAR, 可 利用 比值 为 人 4 十 g) 的 位 似 可 归结 为 
上 述 的 情形 . 


Bi 12.10.10.1- 


12.10.10.2 命题， 对 于 任 次 的 Ce %* 和 超 平面 里， 
| St(stu( C )) s 9ICC ), 
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dE 0€ H bl] BHO X, 并 设 3 一 8(0, 1) 是 其 中 的 单位 球 ， 
根据 11.1.3.2，12.10.7。12.10.10.1 和 9.13.4, 
£(B(C, 1)) = £(C) + ACCA + ofA) 
= (stul B(C, 4)) = E(stu(C + 18)) 
zz {styl C) + Asty(S)) 
一 Rsts(S) + 48) = €(BCstu(C), 2)) 
= &(sta(C)) + Ulsty(C))a + ofa} 
= CC) + Wst lC) + ofa), 
由 于 2 — o, Hew WC) > Guo). 


图 12.10.10.2. 


读者 也 许 要 问 ， 什 么 时 候 12.10.10.2 中 的 等 式 成 立 ? 对 于 任 
何 使 sts(C) — € 的 C, 或 者 对 于 这 样 一 个 C 的 任意 一 个 平移 等 
号 必定 成 立 。 反 之 亦 然 ， 

12.10.10.3 定理， 如 果 Cet, BME IH ME EE Esta 
(C)) — C, V ££eXE— T SH PANO EN’, HA ote (C)=C, 

不 能 采用 12.10.10.2 的 证 明 ， 因 为 它 含 有 取 极 限 过 程 。 对 于 
ACC) 我 们 要 利用 具体 表示 式 1210111: 对 于 已 给 RHC, À 
用 12.10.11.1 中 的 记号 。 依 ste.) 的 定义 ， 如 果 C 是 由 序 对 LU. 


e) 定义 的 , 则 stw(C) hp LE, En, gon 


UC) = f G— ge + | VIF WE + VI ee, 


aston f a-et (ne ET n 
RTE, T REL HE BEES BUE CE E — I FALE (Eon) 从 8.1.2.4 RI 
8.1.3 可 推出 : 

Vi HT EVI ine > 4/4 HE — ale, 
等 号 仅 当 本 一 —E 时 才 成 立 。 

于 是 ,几乎 处 处 有 了 一 一 久 ， 因 为 了 十 上 是 连续 的 , 故 有 上 十 
g 常数 ;定理 得 证 
12.10.11 面积 的 具体 计算 ， 设 Ce 他, 日 直 是 开 的 一 个 超 平 
面 。 分 解 丰 为 一 个 乘积 : 一 右 x RR (其 实 是 一 个 同 构 )， 我 们 
Fr XH ESI EMER. $D = pC), Pew kay 
Lebesgue 测度 , 则 有 : 

1210111 定理 ， 存 在 一 个 Fr D 上 的 测度 c, 和 两 个 函数 
fig: D R, 使 得 | 

O) 六 sg 在 如 上 是 几乎 处 处 可 微 的 。 3E B 1 e HIP, 


V1 十 le 下 对 闪 是 可 积 的 (这 时 的 范 数 是 8.1.8.2 中 定义 的 (月 )* 
上 的 范 数 )。 
Gi) A C = {x 0€H XR: x€ D, f(x) SiS gle}. 
(ii) 有 
ACC) 一 | ( — ge 十 n CA + WAP + V1 + edu, 


证 明 是 技巧 性 很 强 的 , RIRES HER AA f. 
& 可 通过 图 12.3.3, 图 12.10.11 和 12.3.3.1 (9 E HA di BH fy BL Æ D 
ERM. APC 的 西 性 和 紧 性 ， 可 以 把 y, gn — HERES D 
上 ;从 11.8.10.5 和 11.8.3 则 可 推出 它们 旦 几乎 处 处 可 微 的 。 

现在 可 注意 到 ,从 9.12.4.9 可 知 , 如 果 我 们 和 否 取 刀 的 各 个 面 上 
的 诱导 Lebesgue 测度 的 并 作为 Fr D 上 的 测度 o. 则 定理 对 多 胞 
形 也 成 立 . 于 是 ,我 们 可 应 用 12.9.23 和 积分 音 论 中 的 收 敏 定理 ， 

12.10.11.2 推论 ， 没 Ce (X), 并 假定 Fr C 容 有 一 个 有 
限 剖 分 , HDA 0,1, -.2— 1 ORB a BX BY Hee ) HU x 
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M 图 12.1u,11,1， 


图 o12.10,11.2. 


的 可 微 子 流 形 ，、 则 此 剖 分 的 每 一 个 z 一 1 维 子 流 形 的 体积 是 有 限 
的 《在 £B-G 1 第 225 页 的 意义 下 ) 2E B. (C) Ek a — 1 ET 
流 形 体积 之 各， , 

这 是 12.10.1.1 ELE. [B-G] 中 公式 6.4.2.3 在 任意 维 情 形 下 的 
推广 公式 的 一 个 直接 推论 .事实 上 ,如 果 图 是 g: 《zt ta) b> 


AE 


(nos Ye. fist +s £,)). way | g*ca| = 


Og (A... DR. 
las, ^ ^ 3 


dm Acc Aded (48.13.11 RA OF. À... À CE 的 坐标 是 
Ox, Ox, 


(- Op Q8 1) 
Ox,’ a Ox,’ H 
上 而 的 推论 使 我 们 有 可 能 去 计算 在 物理 世界 中 所 还 到 的 一 些 吓 的 


紧 集 的 面积 * 例 如 可 用 LB-G ] 中 的 6.6.2, APA | 12.12.20 中 的 一 
,个 公式 。 


12.3 等 周 不 等 式 


下 述 定理 是 简单 而 基本 的 ; 它 称 为 等 周 不 等 式 , 有 一 户 焦 众 而 
有 趣 的 历史 。 对 此 我 们 介绍 读者 参看 一 本 阐述 完整 的 文献 [PR] 
也 可 参阅 (BLA 1] 第 79—82 页 。 最 重要 的 一 点 是 ,从 Steiner Æ 
本 思想 出 发 ,在 历史 工 是 经 过 相继 多 次 试验 , 才 最 后 得 到 一 个 严格 
的 完全 的 征明 的 . 
12111 定理 ,对 于 XX 的 内 部 非 空 的 任意 一 个 d BOR, RHA 

yd. (d-ivd AC) £(cC) (acia 

UCC) > ABAD eccyen me, gp e m (ET). 
mMACR—TR, MSSM, Re, 如 果 等 号 成 立 , UC 必 是 一 
个 球 ， 

换言之 ,“ 在 体积 给 定 的 所 有 内 部 非 空 的 紧 同 集中 ， 以 球 的 面 
积 最 小 ” ;或 者 说 ,在 面积 给 定 的 这 种 凸 集 中 ， 以 球 的 体积 最 天 ”. 
并 且 ， 这 是 唯一 的 。 两 个 不 等 式 的 等 价 性 可 从 9.12.4.8 或 12.10.8 
推出 ， 我 们 将 给 出 等 周 不 等 式 的 两 种 证 明 ; 第 一 种 证 法 还 证 明了 
只 有 对 球面 等 号 才能 成 立 ， 
12.11.2 第 一 种 证 明 ， 本 证 有 明 是 以 Steiner 和 Kugelungsatz 的 
es HERE RR C € w^ *, 引入 

= {FE E°: L(F)= LC) HACF) s 9((C)). 
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F ES MAR; 这 是 因为 , 如 果 Am im Aa Kb 4€@ H 


AE F Nn, 则 有 ECAD = EC) 0, 因而 4.66%, 又 根据 
12.9.3.4 有 $(4) = (C) 5e 0, 因而 Aeg’, 但 这 时 ， 根 气 
12.10.2 有 HA) 一 lim WA)  9ICC), 从 而 AEF., HSE, 根 


HE 9.13.4 和 12.10.10.2 可 知 , # 对 于 Steiner 对 称 是 稳定 的 。 于 
是 ,我 们 可 以 应 用 9.13.6: 存在 一 个 球 B(a,r)€ ,a€ X 
r > 0: 因而 

ACC) > AC B(a, r)) = a(d)r*"*, 

ELC) = €(B(a, r)) = 8(d)r*, 
如 果 等 号 成 立 ， 根据 12.10.10.3, 对 于 任 一 超 平 面 方向 二 ,存在 一 
SYA 使 得 ststC) = C. 根据 sz 的 定义 , XX ERR E 
zi) = C, 这 时 它 就 必得 经 过 天 的 一 个 固定 点 af 参见 9.8.6). 
A, C EERE OCXL) FRE ERR ERU di Ee XR. 


E] 2.11.2. 


12.113 第 二 种 证 明 。 本 证 明 是 以 Brunn-Minkowski 定理 以 及 
面积 是 一 个 (Steiner-Minkowski) 导数 这 一 事实 作为 基础 的 ， 设 
CEE, 在 任 赢 一 点 0 SRI BI X, 304 $ — B(0,1), FE, 
B(C,i)-— C 4 AS (Z8, 11.1.3.2), 

根据 11.4.8.5 RU s asst. 

€(B(C, 1)) = LCC + AS) Ze [ELC + BA 

z LC) + ECC) v gald), 

由 此 ,根据 12.10.7 即 可 推出 12,111, 
12114 附注 
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12.31.4.1 尽管 在 11.8.8.6 中 已 经 不 加 证 明 地 下 了 断言 ,但 我 
T RIF 12.11.3 的 技 马 仍 是 不 能 证 拥 等 号 只 对 球 成 立 的 ;因为 事实 
上 ， 我 们 的 证 明 中 有 求 极限 的 
121142 SF LIEU, f E 
为 一 般 的 紧 集 ， 等 局 不 等 式 是 
不 是 仍 能 成 立 昵 ? 第 二 种 证 明 
ROWE TRE, oe 
FR | Bt 12.10.9.3 rh ag DI) 
作为 面积 , 则 答案 是 肯定 的 ;对 
任意 一 个 紧 集 下 , 恒 有 
MK) zdíg(d)yt 下 Ya td | 
(EE EZ dh it D EIE Wu 
HORE , 则 对 不 是 球 的 其 它 紧 集 ,等 号 也 能 成 立 : RRs I3 
维 时 的 一 个 球 ,在 上 面 葵 上 一 些 头 发 或 草 , 也 就 是 说 座 上 一 些 曲 线 
就 可 以 了 ;这 时 我 们 容易 验证 : 体积 .面积 是 不 会 改变 的 ， 当 了 一 
2 时 ,情况 就 不 一 拌 了 : 细 发 和 草 是 有 长 度 的 ! SEM ILE, 
12.11.4.3 在 不 是 欧 几 里 得 仿 射 空间 的 工 它 空间 , 确切 地 说 ， 
在 18 章 和 19 章 将 要 讨论 的 球面 或 双 曲 空间 中 ,存在 一 个 推广 
12.11,1 的 不 等 式 ，12.11.1 之 所 以 在 这 些 空间 中 仍然 成 立 ,是 因为 
它们 容 有 了 申 殉 几 里 得 空间 问 样 多 的 超 平 面 和 关于 这 些 超 平面 的 对 
FRERE Kugelungsatz 定理 仍然 成立 。 关 于 这 些 推广 的 证 明 , 参 
看 [HR] 第 304 页 中 关于 E. Schmidt 和 A. D. Alexandrov 的 
ER. | 
121144 在 2 一 2 的 情形 , ET RS TR dS FREE SS, 
12.11.1 的 证 明 可 用 很 初等 的 方法 作出 ,例如 可 参看 [B-G] 第 345 
页 。 对 于 二 维 的 任意 吓 集 ， 可 参看 下 文 ， 当 4 Ssh, ÉMEM 
难 ， 原 因 有 好 几 个 ; 首先 ， 面 积 的 概念 比 曲线 长 度 的 概念 更 复杂 
CEH 9.12.7), E, 不 等 式 本 身 不 再 象 2 一 2 时 那样 是 二 次 型 . 
而 我 们 知道 ,这 样 的 不 等 忒 总 是 在 二 次 型 的 情形 比较 容易 证 明 的 ， 


ILE, 


区 12.11.4. 


例如 ,比较 Cauchy-Schwartz A&E Ai Holder 不 等 式 ， WTS 
看 例如 11.8.11.9, 

12.11.5 二 维 的 情形 ， 对 于 二 维 情形 ,不 必 一 定 划 求 有 凸 人 性 ,参见 
12.11.4.2。 我们 将 得 到 一 个 更 一 般 的 定理 。 


图 1z.11,5， 


121151 定 尽 .在 一 个 拓扑 空间 每 中 , 若 对 任 一 子 举 CX, 
存在 1f: S$ 一 外 使 得 + 是 贺信 ARE CS) 一 上 上 的 一 个 同 凸 ， 
则 称 工 是 简单 闭 曲 线 。 若 再 设 和 是 一 个 庶 景 空间 , HES LEA 
列 (ti Don zi 各 一 in H Wi, iy 在 Fii in ii x IBI CZS JE 9. 9.8). 
则 对 y: $-— x 可 有 和 式 5 4G) Fna D 与 之 相应 ， 只 要 知 


道贺 上 的 同 胚 保持 “在 … -之 间 ， 的 关系 式 , 那么 如 9.9.2 中 那样 
这 些 和 的 上 确 异 只 依赖 于 该 简单 闭 曲 线 , 这 一 结论 以 作为 连续 
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双 射 的 数值 亢 数 是 严格 单调 的 这 一 事实 到 可 推出 - 

pog db RB E Un RC PROC, RR D Ee epe E ag HER Er D 
的 长 度 , 记 作 long (T). | 

12.11.5.2 现在 假定 和 是 一 个 欧 几 里 得 平面 ;: Wy ce we 
时 , 它 的 边界 T 二 Fr C 是 一 条 简单 闭 曲 线 , 并 日 long (=U), 
参看 12.10.4.2。 如 果 二 是 一 条 简单 奢 有 曲线, 则 它 的 号 包 线 (CJE 
EJB STULTE long (T) > WUST). 
12116 €, Xj FEL fe Ce AMER, ef] 
有 long (P) Ze 24 = (£(2(7)))^; 等 号 当 且 仅 当 工 是 一 个 回 时 
RE, 

根据 12.1.1 和 12.11.5.2, long (P) Ze S(Z(TP)) 22 2 xe 
E(P, BANERNE, WRES, Wr EAA. 
C= F(T) 使 等 号 成 立 , 则 根据 12.11.5.2, T = Fr C, 国定 x&T; 
由 连续 性 可 见 , de E y € P. 使 得 两 条 曲线 T, = Fr Ci, T, — Fr C, 


图 i2.11.6. 
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满足 long (P) = long (T), 3x Hi C,, C; 4538 EE C 5 (x, y? Bru 
定 的 两 个 半 平面 的 交集 . 

RUE €(C,) = 2(C,); 如 若 不 然 , À CC) < CCS). A 
HART (x. ?> 的 对 称 , 可 构 作 “使 得 : 

RCIUC SEC UC = 9(C0 + ECC) > EC} 

SI (C, U C29) ERC) + MC.) = ACC), E 
与 定理 的 已 证 部 分 矛盾 . (0 
ART. IEI CCC, 由 一 样 ) 是 直径 为 fr y 的 一 个 半圆 ， 换 
AZ, Yperkby lien. 用 上 反 证 法 。 假设 有 pT, 使 得 
(psx) 不 与 《as 9) EH. IA 12116 中 有 阴影 的 筷 形 绕 P 作 旋 
转 ， 由 至 《ps a) 5 ip, yp EZ WE. REA 10.3.3, 三 角形 
{Ps n Y) RUR AFH (p. x, y) UR, Ain RITE. 
通过 关于 《x, y^ 的 对 称 构 作 一 个 紧 集 CU C:, HE eU c> 
(C) 以 及 long (ZF(C1U Ci) = long(Fr C). 这 样 就 得 出 矛盾 . 

上 而 的 证 凌 还 证 明了 下 述 的 推论 ,这 个 推论 是 属于 Didon 
的 。 Didon Æ Tyr AREA IL, WA hk SC Acerbas fà f, 
Acerbas AM mAN E, Didon WA Acerbas Bul rete 
请 路 斯 ， 再 以 那里 到 非洲 ， 地 点 靠近 西西 里 岛 。 她 向 当地 长 官 表 
AR: 她 想 买 下 海边 的 一 块 地 皮 。 大 小 是 一 鼎 牛 皮 记 能 围 成 的 那 块 
地 ， 那 位 长 定 间 意 了 她 的 要 求 , 并 给 了 她 一 张 很 淡 的 午 皮 ，Didon 
”把 午 皮 割 成 很 细 的 狭长 带子 , 然后 把 它们 接 成 一 个 长 绳子 ; 这 时 ， 
ft SERE DLE PS IRI: 
12.117 EC. WE RIEMKJLEB GEimag-—TÉSEI. CBR 
KEE FRIAS ES RIE RE, 使 得 线 的 两 端 *, y € Fr R, 出 
HORM (x. y) 为 直径 的 一 个 半 图 时 ,台所 恒 成 的 面积 为 最 大 。 


ss 


这 下 , 迎 太 基 人 可 有 根据 了 ! 
12.11.8 HETH 

12.11.81 在 9.13.8 中 我 们 已 经 遇 到 过 一 个 与 12.11.1 不 同 
的 不 等 式 , 读 者 会 料想 得 到 ,数学 家 由 于 经 党 受到 物理 学 家 的 铺 想 
的 推动 ， 所 以 当然 已 经 证 明了 许多 这 种 类 型 的 不 等 式 ， 一 本 很 出 
BASA Di [P-S]. HELA IPN], [HR], [BLAL], [B-F], 
[H$], [G5]. dign] Kohler-Jobin, Comptes Rendus Aca. 
Sei, Paris, 281 (1976), 119 和 284 (1977), 917, 

Filii £t Ea 25 iti frg — e DAT : 


12.11.8.2 inf[5] fc 12.10.5 — 
FÉ, RATE EA Zo RAS 
集 研 究 等 周身 题 。 第 一 种 情形 是 
ewe ae, 为 固定 常数 .这 
时 : GARBER ws we 
中 , 正 多 边 形 具有 最 大 的 面积 , 且 
它 是 唯一 的 ,参阅 12.12.16, 或 
[GR] 第 191 A m [FT1] 第 9 
B. 

对 于 多 胞 形 ， 问题 可 不 是 那 
去 简单 了 ; Lindelif =H HH di. 
在 体积 给 定 、 其 各 面 方向 也 给 定 的 三 维 多 胞 形 中 ,以 内 接 于 一 个 球 C 
面 的 多 了 苞 形 面积 最 小 。 参 看 [AVIS 317 页 或 [HR] 第 276 W. 

12.11.8.3” 另 一 个 方向 是 研究 亏 差 

ACC) — dp Ca) ORCC vs, 
34 Bj I BER TRAGE, OR ERA ILU, MEME ee 
EAA, ERE, RAR. Bin r(C) 为 内 
HTC 的 球面 的 最 大 半径 (参观 11.9.12), BRC RAA, MEA 
(Dinghas- Hadwiger-Bonnesen 5g E); 
(IC C ))* — a"8C4)9( C )* * ze E(9I(C ) TN 
— (d4f(4)) ^^ "r(QC)]?7 


图 2.11.8. 
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参看 [THR] 第 269 页 证明 的 技巧 是 很 有 趣 的 ;其 中 3 引入 了 内 凸 
E CC ASC HEB EROS + AU BEI "C 的 平行 集 "，12.10.7 表明 


e(CCO) 是 可 导 的 ,以 及 ELED = 一 9(CCO). Æ 12.12.16 


里 我 们 将 找到 一 个 特殊 的 情形 . OF TTA RAE SRR UTE [C-G] 
中 已 被 作为 重要 的 手段 而 应 用 ， 

12.11.8.4 相反 地 ,对 平 而 的 情形 , XT SXHITEWE. X 
有 趣 的 是 Bonnesen 定理 : 如 时 RCC) EC Ah EROA ci 
ERE BAY FAR, SUL 11.5.8)， 则 恒 

(CCI) — 4s&(C) 2C) — r(Cc)} 

CRE r(C) 依然 是 C 的 内 半径 )。 il, FP 12.12.15, 或 者 
[EN] 88 108 页 , 或 [DE6] 第 327—328 m. 我 们 注意 到 这 个 不 
SRI IA 12.11.8.3 中 的 不 等 式 ， 也 可 看 : Robert Osserman, Bo- 
nnesen-style isoperimetric Inequalities ( 预 印 术 ，Warwich Uni- 


versity, Coventry}, 

Æ [DE 6] 28 327 页 练习 6 中 ,将 亏 头 作为 一 个 序列 进行 了 
具体 的 计算 ,该 序列 的 每 一 项 虱 有 其 几何 解释 ;而 Bonnesen 不 等 
式 正 是 忽略 不 计 高 阶 项 而 得 的 。 亏 差 的 苍 一 种 计算 是 以 Fourier 
级 数 作为 基础 的 ， 它 自然 要 涉及 到 坐标 是 是 个 周期 政 数 的 平面 简 
单 闭 曲 线 的 研究 ;参看 12.12.12, 或 [HZ]. 

春来， 日前 还 不 能 对 维 数 429 3 时 的 等 周 不 等 式 给 出 一 个 基 
于 球面 调和 函数 的 简单 证 明 , 用 以 代替 《= 2 的 平面 情形 的 Fou- 
ner 级 数 ， 

12.11.85 [DE 6] 38 327—328 页 中 的 证 明 是 建立 在 “积分 
几何 ”的 基础 上 的 。 对 村 这 一 有 趣 的 分 支 , 除 参 阅 [DE61] 第 
327—328 页 外 ,还 可 看 THR] 第 56 章 , [SO], [FR] 第 173 页 .也 
可 看 重要 文献 [G-V-G] 和 一 本 最 新 的 文献 [RO], 

12.1L8.6 XTR Agtt Cauchy 公式 和 Steiner-Mi- 
akowski 公式 ,可 研究 LDE 51 第 175 一 176 H, at | HRI, [B- 
F], LBLA 1], 


‘149: 


12,12 & 习 


1212. 证 明 一 个 多 胞 形 的 Steiner 对 称 仍 是 一 个 多 胞 形 。 
1212.2 证 明 如 果 卫 是 一 个 类 球体 ， 且 De 豆 在 欧 几 里 得 向 量 空 


间 X 内 , 则 EE 的 号 极 E* RRR, LA Oe E", 并 且 ， 它 们 
KERGE: P(E) > (OY, 等 号 当 且 仅 当 0 是 B 的 中 
DES BRIE, 
12.12.3 EHR 12.2.4, 
12.124 Jur 12.4.6 中 五 边 形 的 做 法 的 正确 性 ， 
12.12.5 Dowker 定理 .已 给 平面 上 一 个 内 部 非 空 的 紧 山 集 , 对 
任 一 整数 293, ii T, SAT CH 边 形 的 面积 的 最 太 值 , U. 
WIT C Na 边 形 的 面积 的 最 小 值 。 证 明 序 列 T, ORS, fu 
列 U, ED, Bp Wr 有 TatT ea = ZT ou 和 U,.-r Ua = AU atte 
12.126 ”对 于 每 一 个 正 多 胞 形 CEE ERE R 
KA): 

— k PRM (A= 0, ls d —1}; 

— —^- k HEAR: 

一 一 两 个 相 邻 面 的 二 面 角 。 
12.12.7 正当 胞 形 的 其 它 定 久 ,征明 下 面 丙 种 用 归纳 法 记 作 的 定 
久 都 是 限 正 多 胞 形 的 定义 等 价 的 : 
^o (D a 维 多 胞 形 户 称 为 正 多 胞 形 ， 是 指 它 的 所 有 的 面 都 是 彼 
HSE à 一 1 维 正 多 胞 形 , 并 且 所 有 的 二 面 角 相 等 . 

Gi) 4 维 多 胞 形 P 称 为 正 多 胞 形 , 是 指 它 的 记 有 的 面 是 4 一 1 
维 正 多 胞 形 , 并 且 ， 尘 了 的 任意 一 个 顶点 x P Sx 的 楼 的 男 一 
端点 玫 属 于 同一 个 超 平面 ,并 在 此 超 平面 内 构成 一 个 4 — 1 维 正 
多 胞 形 ， 
12.12.8 ”定义 星 形 正 多 胞 形 , 并 予以 分 类 ,参见 12.6.10.5, 
12.12.9 给 出 满足 下 列 条 件 的 紧 集 天 的 例 于 ; 当 4 一 0 时 ， 
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e(B(K, gi ZEK) 的 极限 不 存在 ， 当 玉 是 9.9.3.3 中 的 不 可 求 


长 的 曲线 时 ,此 式 又 会 怎样? 
121210 ”对 二 三 维 空间 中 一 个 正 多 胞 形 ， 证 明 它 的 群 的 基数 等 
TREAN + f. | 

12.12.11 设 已 给 整数 4 之 3, LP Nun EE. (p) 和 
RCP) 分 别 是 它 的 内 半径 和 外 半径 (参见 12.118), 证 明 : 


ng GU) ESP) < L nsin Z (R(P)Y, 


2atg T r(P) LUP) « 2n sin = R(P). 
ES ARE P EEr 边 形 时 成 立 ( 参 见 IFT 1]1 第 6 RD. 
12.12.12 设 C EHE- TEDE, wA r E P A 
TCEHANRÉRRÉ,ME: 
(P) z 2 sin?” (C), 
2x n 


等 号 尖 且 仅 当 Fr CENDRES (将 边界 写成 > (cost, 
cr) sin 2) 的 形式 , 这 里 。 是 一 个 以 22 为 周期 的 函数 ， 对 于 等 式 ， 
BEES] Fourier WOI [FT 1] 第 36 页 ). 

12.12.13 ECL EX n 个 点 Caius 是 给 定 的 ， 证 明 函 
M D -二 当 且 公 当 这 些 点 形成 一 个 正 多 边 形 时 到 最 大 人 慎 。 


1 


MÀ 12.12.13, 
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12.12.14 Blaschke RER, itc 是 平面 上 一 个 凸 的 紧 集 , 它 
的 边界 是 一 条 CALE, JP REowub NE (CE IE LB-G)] 3# 309 
SO. 设 点 4 和 a 都 属于 Fr CC， 
并 且 在 4 和 a 点 处 曲率 分 别 取 最 
小 值 和 最 大 值 。 HEBH Fr C 在 < 
点 的 密切 剧 y> 可 在 整个 Frc 的 
内 部 滚动 。 并 月 , Fr C 可 在 整个 
T 的 内 部 滚动 ,这 里 全 是 FrC 在 
4 点 的 密切 图 。 如果 用 含 在 C 内 
fto 42 Ose A A ARE 7 或 用 包 
4C BPEROR SES BR IS TET, 
上 述 结 论 是 否 仍 然 成 立 ? (BE 
A 12.12.14. 时 可 参见 [BLA 1] 46 116 H). 

12.12.15 Euler 方程 的 应 用 ，Bonnesen 定理 . 设 C 是 平面 上 
ADIRE, HARTE C 类 的 。 在 C 内 取 定 一 个 以 0 为 原点 
PIES, HEAL) EM OFT 的 这 样 一 条 切线 的 虐 离 ， 这 条 切 
线 与 向 量 (cose, sins) (¢€ R) 正 交 ,并 使 得 (cosry sin 2) MC 在 此 
切线 所 决定 的 同一 个 半 平 面 内 《参见 支撑 函数 , 11.8.12.3), IER 
AR CRN. HET 22 20 MR St 4: 民 一 及 ,计算 工 的 长 
EE HS FC 的 面积 。 

ik C' 是 与 C HARRY ATP. RE Vm eT Hm’ er", 
存在 一 个 平移 f, 使 得 jm) 一 om’, f(T FE me AOR) = T gx me 
点 的 切线 , f(C)Cc C', WEBB 

A C)9I( C^) s 2x(€(C) + LCD). 
并 及 而 推出 Bonnesen 不 等 式 ; 如 果 (C), R(C) EC 的 内 半径 
和 外 半 符 (参见 12.11.8.4), 则 
(GIC) — 4a39(C) > RC) — r(CD)Y, 

121216 XFSURHSARSR. 设 P 是 一 个 iy & Te; PP 
是 一 个 外 切 于 单位 圆 的 凸 多 边 形 ， FFE PRE AI PA BOR 
HY. HERA Lhuillier RS: 
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(cos f, sin f) 


W] 12.12.K. 


CACP)} > 4£(P)£(P*), 
为 证 明 这 一 结论 ,根据 图 12.12.16, 我 们 考虑 一 族 位 于 P 内 部 的 多 
边 形 PG), 它们 的 边 部 与 P 平 行 , H SPP, 我 们 要 证 明 ， 
对 本 任意 一 个 适当 的 1 OCP) = £(POD) + (PG) + PeO), 
ACP) 一 9I(PGD) + 2:8 (P), Hi HEH: 
LC PC) = PEe(P*) — ACP) + ECP). 

证 明 ; OPIY 一 4€(P)E(P*) > (MP) — 29(POr(P)Y', 这 
BH r(P) 表示 了 的 内 半径 。 试 与 12.11.8.4 比较 。 

LH: 周 长 给 定 的 # 边 形 中 , 仅 有 正 多 边 形 取 到 最 大 面积 { 先 
归结 为 一 个 图 的 内 接 多 边 形 的 情形 ). 
12.12.17 对 [R-C2] 中 第 234—236 页 作 评 论 性 的 研究 。 
12.12.18 i Ce «ETIN. SRE r(C) #1 R(C), ER: 


ecc) (C) 
了 g 一 一 
RC) = UCC) < d HG) 


讨论 取 等 号 的 情形 . 
12.12.19 证 明 : | ICE [|o = 28(2 — 1) (参见 12.3.3.2) 


12.12.20 面积 和 体积 公式 ， 
12.12.20.1 计算 内 摆 线 和 外 摆 线 9.14.34 的 长 吉利 面积 ， 
12.12.20.2 计算 球 带 ， 即 R? M — BR mise ZE T ire d 
ZARB BRAC, PB, ARH RU DU PU od TX À 
SAE RI BER us. 
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1232.20.8 ib f WE 6 ISIE TR r BLA RE SE 1X e Ae ry io 
柱 面 所 炎 部 分 的 体积 ， 

12.12.20.4 ”计算 一 个 旋转 抛物 阿 与 一 个 不 与 其 旋转 轴 平 行 
OS EE ir LR AE RÉ EX, 

12.12.20.5 irfi—^r- Ep Bk Bj t Bg (Uk ERCRT DU di BR, Dh E 
12.12.20.5, 


Hi 12.12.20.5. 


12.12.20.6 计算 Viviani $1, BI Ri 中 如 下 定义 的 点 集 : 

iG.y.2): x B y! AE y! mx) 的 体积 ， 

1212207 SHAR. C= BRL BBS, ee 
RE Ky 它 是 由 一 个 曲面 和 在 适当 选取 的 x 轴 上 高 度 为 4, 6 的 两 
个 平行 平面 Ha) ALCS) FRANS. it SC) 是 商 度 为 # 的 


P Dd 
K n^ Her) 
d 


图 12.12.20.7. 
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BT PRO KOS) 的 面积 ， 并 假设 Sa) 至 多 是 一 个 = 的 三 
RÉ. EX ARE FRE: 

b 一 a+ 

p—s [sco + as (LL stt) 十 sc» , 


( 称 为 三 平面 公式 ) 

用 此 法 再 次 求 12.12.20.2 中 球 带 的 体积 。 RTA. WE 
明 当 的 侧面 E PATI, AACE STATES, 

12.12.20.8 计算 方程 为 € = 十 y 十 了 - 一 1 的 旋转 椭 球 体 的 


bi 
AR, 
12.12.20.9 Guldin 定理 。 凡 在 记 出 现 的 C KE E ag de 
形 ， 对 面积 可 按 可 微 子 流 形 的 眠 义理 解 。 考 虑 三 维 欧 几 里 得 空间 
8 中 一 个 平 画 PP 内 的 紧 集 下。 让 明 : «mA P 中 不 与 它 相 交 的 直 
线 局 作 完 全 旋转 所 生成 的 E CRAT ETE C UR ER PRAM: 
EPe( C) = 2x dlg, D)g,(K), 
RE g= cent (K) ARK this, BM 2.7.5.2. 
AU KWAME SER, ip à HRY PSH 


B 12.12.20.9. 


MA 


i. HEBAC 的 面积 为 
ACC) = Iad(hy D) - UK). 

试 给 出 此 公式 的 应 用 ,并 就 已 知 的 体 聘 或 面积 公式 进行 验证 
121221 EA Rn 维 欧 几 里 得 空间 互 中 的 一 个 内 部 非 空 的 紧 加 
集 ,z EER CER 2.7.5.5]。 对 工 吾 的 任意 一 个 单位 向 量 E. 
JHS(E) 表示 x 到 4 的 下 述 支 撑 超 于 而 的 距离 ， 此 支撑 起 平面 与 
EE, BME ch REAR y A (ny E> 9 {参见 11.8.12.3)， 
用 BCE) Rai E DAE EE large 4 CSL 11.563), EH: 对 
(EI E. 


mul #5 +1 


(参见 [VE] 第 190 页 命题 12.5), 
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